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CIIAPITRE I. 

DlIFOiniVTLON IJNFfNniFNT PETITK. PKEMILRE SOLUTION. 

Enonce precis du problemc a resoudrc. Comment on pourrail ontreprendrc son 
etude pciv la methode des series. Lc prubleme dc la dLt'urmation mfiniment 
petite console dans la determination d s preimus Icrincs de ccs series. Ce 
quo I'on appellc la direr trice cL \e /tiodttle de la deformation infinirneul petite. 

Couples de surfaces apphcables Time sur I'auLrc Uapporlb de Ja question 
proposce avcc lc probleme clit des elements rcctfingulctires. Indication dcs 
travaux: publics suv cos questions. Premiere solution du probleme : on e^t 
ramene <i Tintegration crime equation Imcaire du second ordrc. lnlerprela- 
tion geomelrKjuc. Application an paruboluidc. Raisonncnicnl a priori 
montrant quc la solution du probleme pent oire obtenuc pour toute suil'acc du 
second degre. Developpement de la solution pour lc cas de la sphere. De- 
monstration geornetrique : la surface (S,) qui correspond a line sphere par 
orthogonal ite des elements cst la surjace moyenne d'unc congruence isolrope. 

E([iiations qui determinent cette surface moyenne. Relour au cas general: 
les Cciractenstiques de I'equaliou lineairc dont depend la solution sont les Jignes 
asymptotiques de la surface pioposec. 



852. 11 ressort avec evidence des duveloppemcnts conlenns 
dans les Chapitres precedents quc, jusqn'ici, le probleme dc la 
deformation des surfaces n"a pu elre resoiti d'unc maniere com- 
plete que dans nn petit nombre de cas. Pour fairc connailrc lout 
cc qu'il y a d'essentiel clans Jcs travaux des geomelres sur ce 
beau ct difficile sujet, il nous reste a exposer toute une se'rie de 
D. - IV. i 
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recherches relatives a la deformation infiniment petite, recherclies 
qui conduisent, soit dans la theorie des surfaces, soit dans celle 
des congruences, a des propositions du plus haut intrt. For- 
muloos d'abord d'une maniere precise Tdnonc^ du probleme qui 
va nous occuper dans ce Chapitre et dans les suivants. 

Imaginons que Ton d^tache del'ensemble des surfaces qui resul- 
tent de la deformation d'une surface donnde (S) line famiJle de 
surfaces dont (S) fera partie, c'est-a-dire une suite continue de 
surfaces, representee en coordonnees rectangulairesparune equa- 
tion de cette forme 

? (X,Y,Z, /) = <>, 

ou l designe un parametre variable et telle que la surface proposec 
corresponde, par exemple, a la valeur zdro de ce parametre. Si 
jc,y, s designentles coordonndes d'un point quelconque de (S) 
et si X, Y, Z sont les coordonnees du point correspondant de la 
surface de parametre t, on devra avoir 



On peut d'ailleurs supposer que X, Y, Z, fonctions de la va- 
riable t en meme temps que de *, y, *, soient d^veloppables sui- 
vant les puissances de t. Et comme X, Y, Z doivent se reduirc 
respeclivemenl a x, y, z pour t = o, on devra avoir 



X = 

Y = 

Z = 



Jn.y'i, -15^^,53,... designantdes fonctions independantes 
de t mais dependantes des deux parametres, quels qu'ils soient 
que 1 on a choisis pour fixer la position du point fo y s \ sur } [ 
surface (S). Substituons les valeurs deX, Y, Z dans liquation M 
et egaions a zero les coefficients des diff^rentes puissances de 
i 



iNous obtenons amsi les relations 
f- ds d^ = o, 



n> 

axa$ { 

i+dydy 



) 
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qui permeltront de determiner de proche en proclie les fonc- 
tions inconnues xt, yi, Zj. Si, par exemple, on pouvait integrer 
de la maniere la plus gen^rale le systeme (3) en obtenant pour 
les valeurs de X, Y, Z des series convergentes, il est clair que 
Ton aurait rsolu d'une maniere complete par la mthode des 
series le probleme de la deformation finie de la surface (S). 

Envisag^ de cette maniere, le probleme exige en premier lieu la 
determination des fonctions x\, y^ z\ qui satisfont a la premiere 
des equations (3) 

( 4 ) dx dxi -+- dy dy\ -+- ds dzi = o. 

G'est Pint^gration complete de cette equation aux differ en tielles 
totales qui donne la solution de ce que nous appellerons dans la 
suite le probleme de la deformation infiniment petite de la 
surface (S). 

Supposons que Ton ait trouve des fonctions # 4 , y\^&\ v^rifiant 
les trois Equations aux driv6es partielles qui sont comprises dans 
1'^quation (4) et considerons la surface (S') de'finie par les Equa- 
tions 



(5) X' 

On aura, en tenant conipte de Tequation (4), 

\ + dy\ -4- 



de sorte que, si le param^tre t est infiniment petit, la surface (S') 
correspond point par point a (S), de telle maniere que les longueurs 
de deux courbes correspondantes different seulementde quantites 
infiniment petites du second ordre par rapport a t. Si 1'on veut 
donner une forme entierement geometrique a cet ^nonc^, on peut 
dire que la surface (S 7 ) est infiniment voisine de (S) et que la diffe- 
rence des longueurs de deux courbes correspondantes tracees sur 
les deux surfaces est du second ordre par rapport a la distance 
qui separe deux points correspondants quelconqnes sur (S) et 
sur(S'). 

En comparant les formules (5) aux formules (2), on peut encore 
admettre que, x^ y i9 z { une fois connus, on pourra toujours, et 
d'une infinite* de manieres, determiner les fonctions # 2 > JKa? -^sJ 
^ 3 , ... qui entrent dans les puissances sup&rieures de t] de telle 
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sorte que la surface (S') sera infiniment voisine du second ordre 
d'une infinite de surfaces eflfectivement applicables sur (S). D'une 
maniere plus precise, si M' est le point de (S') qui correspond a 
un point M de (S), la difference geometrique entre le vecteur MM' 
dont les projections sont 

X'-tf, T-y, Z'-*, 

et le vecteur MM" qui r^unirait le point M au point correspon- 
dent M 7 d'une surface rigoureusement applicable sur (S) et conve- 
nablement choisie, sera une grandeur geometrique infiniment 
petite du second ordre par rapport au segment MM", au moins 
dans toute Fetendue d'un segment fini de la surface (S) (*). 

Si, par les diflfoents points de (S), nous menons les vecleurs 
MM', ces vecleurs inde'finiment prolonged engendreront une con- 
gruence de droites que nous appellerons les directrices de la d- 
formation infiniment petite. Quant a la grandeur MM 7 , nous 
Fappellerons le module de la deformation. II est clair qu'une de- 
formation est determine si Fon connait, pour chaque point de (S), 
la directrice et le module de la deformation. Comme Fdquation (4) 
ne change pas de forme lorsqu'on y multiplie x,,y h s t par une 
constanie, nous poumms supprimer le facteur t et considerer le 
module comme une quantity finie 



en nous souvenantque, si Fon veut obtenir une surface (S') r&ui- 
tant de la deformation infiniment petite de (S), il faudra porter, 
a partir de chaque point, sur la directrice de la deformation une 
longueur sOK, fi designant une constants infiniment petite quel- 
conque. On voit que le module peut toujours ^tre multiplie par 
une constante, * ^ v 

853. Si 1'on imagine les coordonn^ f , y , z exprimdes cn 




plaa satisfait ici la d^flmt on ea suce S' 
qu'elle resulte de la ^formation fafiaimeit Se ^ \ l n r T * PUiSSe dh ' e 
'ompta aistoent de la raison de cette exceptfoT Se rendra 
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fonction de deux variables u et p, r&paatiooa aux diflfdrentielles 
totales (4) se decomposera dans les trois ^roanles : 

dx dx\ dy dy^ dz ds\ 

du du du du du H)u "~ * 

dx dx\ dx dx\ dy dy^ dy dy\ fa (te^i dz dz\ 

dp du du dp dv du, "du &v dp <)su du dp ' 



. 
dp dp dp d? "d? 



_ 

"~ " 



Quant aux autres Equations compris-csdsans le systeme (3), 
si Ton cherche a les int^grer successiv^mea.t, elles se ramenent 
toutes au type suivant : 



du du "*" du du "*" dv. r 1 = ~^ ft 

dp ~du 'du "5p" 
dx dxi 

qui ne differe du precedent que paries tterm*esdu second niembre 
A./? B/, C/, ces termes etant chaque fois cflesfco notions connues de u 
et de p. Or, il resulte d'uiie propositions de *Cauchy que Von sait 
toujours integrer par des quadrature- *w systeme quelconque 
d j equations tineaires aux derive fnr~*tielles avec second 
membre toutes les fois que Von sait int&grer d j une maniere 
generale le meme systeme o,it les seco^ndir^Ttembres ont ete sup- 
primes. En utilisant ce resultat dans la <jues. .tion qui nous occupe, 
on peut done dnoncer la propositionsu^ivairtte : 

Quand on saura trouver de la, mam,ur^ la plus generale les 
termes tx { , ty {9 lz\ des s&ries (^ ), oripoEurra, par de simples 
quadratures, determiner success ivemzent ztous les autres. 

En d'autres termes, quand on saurczres-oudre d'une maniere 
complete le probleme de la deformastm infiniment petite, tel 
que nous Vavons enonce, on pourrceZj^-rde simples quadra- 
tures, resoudre le meme probleme cam line approximation, 
non plus settlement du second ordre, smds" de tel ordre que Von 
voudra. 

854. Ces remarques g6n&rales line fois presentees, revenons a 
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Fequation ( 4) et, pour Interpreter geom^triquement, consid^rons 
la surface (5^) lieu du point dontles coordonnes sont x { , y^ z { . 
Cette surface correspond point par point & (S) et liquation (4) 
exprime evidemment que Jes dements lineaires correspondants 
des deux surfaces sont toujours perpendiculaires. Ainsi le pro- 
bleme de la deformation infmiment petite de (S) e"quivaut a la 
determination des surfaces (Si) qui correspondent point par point 
a (S) de telle maniere que les Elements line"aires correspondants de- 
fmis respectivement par les projections dx, dy, dz et dx { , dy< , dz i 
soient orthogonaux. Nous avons deja rencontre [I, p. 824, 325] ce 
mode de correspondance, e*tudie en premier lieu par M. Moutard ( * ) 
et M. Ribaucour ( 2 ). Voici comment ces deux geometres avaient 
ete conduits a se poser ce probleme dit des elements rectangu- 
laires. 

Considerons deux surfaces (S) 5 (Si), applicables Tune sur Tautre. 
Si nous designons par X ? Y, Z ; Xi , Yi , Zi les coordonnees rectan- 
gulaires de deux points correspondants sur ces surfaces, on aura 



ce que Ton peut ecrire 

Xi) d(X4-Xi) -*- d(\ - Yi) rf(Y -h Yi) + rf(Z - Zj d(Z -+- Z,) = o. 
Si done on pose 



il viendra 



Ainsi, lorsque deux surfaces (S), (Si) sont applicables I'une 



(') Ko//' MOUTARD, Sur la deformation des surf aces (Bulletin de la Socie'te 
Philomathigue, ann<5e 1869, p. 45, seance du 12 juin), ainsi que le Me"moire et la 
Note inseres aux Comptes rendus, t. LXX, p. 834 et deja signales [II, p. 53], 

() Les premieres recherches de M. Ribaucour, dont la Science deplore la mort 
receate et prematuree, reraontent a peu pres a la m^me epoque et sont contenues 
dans la Note Sur la theorie de ^application des surfaces I'une sur Vautre 
au Bulletin de la Socie'te Philomathique, ann^e 1869, p. 3 7 . 
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sur Vaulre, la surface (S), lieu du milieu des segments MM 1 
dont les extremites sont des points correspondantssur les deux 
surfaces, et la surface (S<) obtenue en menant par un point 
fixe quelconque de Vespace des droites paralleles et propor- 
tionnelles aux segments MM 4 se correspondront point par point 
avec orthogonalite des elements lin&aires. Et, reciproquement, 
si deux surfaces (S), (S<) se correspondent avec orthogonalite 
des elements lineaires, et que Von ?nene, par chaque point 
de (S), deux dmites, egales et de sens contraires, paralleles 
et proportionnelles au rayon vecteur qui joint un point fixe 
de Vespace au point correspondant de (&<), les extremites de 
ces deux vecteurs decrivent deux surfaces (S), (S,), applicables 
Cune sur Vautre. 

Ainsi il revient au meme de chercher un couple de surfaces 
applicables 1'une sur 1'autre, ou un couple de surfaces se corres- 
pondant avec orthogonality des elements line*aires. Mais il importe 
de remarquer que, si 1'on sait resoudre le probleme des elements 
rectangulaires pour une surface (S), c'est-a-dire trouvertoutes les 
surfaces qui lui correspondent avec orthogonalite* des elements li- 
neaires, on ne sanra pas pour cela determiner toutes les surfaces 
applicables sur (S). On pourra settlement connaitre des couples 
de surfaces applicables Tune sur 1'autre etcontenant des canstanles 
ou des fonctions arbitraires. 

855. C'est dans une Communication presentee par Tauteur a 
la Societe mathe'matique de France, le 17 de'cembre 1878 (*), qu'a 
et6 ^tabli pour la premiere fois le lien entre le probleme des 
elements rectangulaires et celui de la deformation infiniment 
petite que nous avons signale" plus haut. Si Ton emploie les defi- 
nitions que nous avons adoptees, la proposition qui a servi de 
point de depart aux recherches de M. Moutard prend la forme 
suivante : 

Lorsqrfon connaitune deformation infiniment petite de (S) r 
si Von porte a partir de chaque point de (S) sur les droites di- 



(*) Cette Communication est rest6e in6dite. \ 7 oir une Note Sur les equations 
aux derivees partielles inseree aux Comptes rendus, t. XCVI, p. 766 ; mars i883. 
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rectrices de la deformation deux longueurs egales et de sens 
contraires, proper tionnelles au module de la deformation, on 
obtient un couple de surfaces applicables Vune sur V outre. 

Et reciproquement : 

Si deux surfaces (S), (S^sont applicables Vune sur Vautre, 
la droite MM< qui joint deux points correspondants de ces sur- 
faces est a la fois la directrice et le module d'une deformation 
infiniment petite pour la surface (S) lieu du milieu de MMj. 

Depuis ces premieres recherches, M. Lecornu (*) et Beltrami ( 2 ), 
dans deux Memoires iraportants, publics en 1880 et 1882, se sont 
preoccupes de Petude detaillee des forces que met en jeu la de*- 
formalion infiniment petite d'une surface donnee, M. Weingarten 
a repris la question en se placant au point de vue de la Geo- 
metric ( 3 ).D'importantsre'sultats relatifsau probleme des Elements 
rectangulaires se trouvent aussi dans diflerents Memoires cle 
Ribaucour, de MM. Bianchi, Cosserat, Guichard, etc., et seront 
exposes plus loin. 

L'auteur va developper ici les methodes directes qu'il a .suivies 
des 1882, dans son enseignement de la Facult^. 

856. En voici une que nous allons indiquer rapidement. 
Soit a resoudre 1'equation 

(6) dx dxi -H dy dy^ -4- dz dz = o. 

On demontrera facilement que Ton peut toujours trouver trois 
fonctions a, 6, c telles que Ton ait identiquement 



Lr^ = c dy b dz, 
yi adz c dx, 
zi = b dx a dy, 



( ') L. LECORNU, Sur Vequilibre des surf aces flexibles et inextensibles (Journal 
de I'Ecole Poly technique, XLVIIP Cahier, p. 1-109; *83o). 

( 3 ) E. BELTRAMI, SuW equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili 
{Memorie delle Science dell' Istituto di Bologna, serie IV, tomo III, Gennaio 
1882). 

(*) J. WEINGARTEN, Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehn- 
baren Fldche ( Journal de Crelle, t. G, p. 296; 1886). 
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au moins tant que la surface (S) lieu du point (#, jr? *) n ^ se Y &- 
duit pas a une courbe ou a un point (*). 

En effet, introduisons six fonctions a, b, c\ a r , b f , c r telles que 
Ton ait 

dxi cdy b' dz, 

dy\ =zadz c; dx, 
dzi = b dx a' dy 

Si Ton porte ces valeurs de dx {: dy { , dz\ dans Tequation (6), 
il vient 

(a a')dydz-*-(b b')dxdz -t- (c-c')dxdy o. 

Comme il ne peut exister aucune relation de cette forme en 
dx, dy, dz, on doit done avoir 

a = a', b = b\ c = c\ 

ce qui donne les formules (7). 

De la resulte une premiere solution du probleme des elements 
rectangulaires. 

En efiet, si Ton prend pour , 6, c des constantes, on peut 
integrer les Equations (7) et Ton a, a, (3. y designant de nouvelles 

constantes, 

Xi = a -r- cy bz, 



Zi = Y -f- bx ay. 

On reconnait ici les expressions des composantes de la vitesse 
d'un point quelconque dans le rnouvement d'un solide invariable. 
Ainsi cette solution pour laquelle la surface (S<) lieu du point 
(x^ y^ z { ) serait un plan correspond, non a une deformation, 
mais a un deplacement infinitnent petit de (S); en eiFet, deux 
surfaces egales sont ^videmment applicables Tune sur Fautre. 



(*) Si (S) sereduit a une courbe (C), on verra faciiement que la surface (S,) 
lieu du point (a? t , y l} s t ) ne peut etre qu'une developpable (A) dont les plans 
tangents seront perpendicutaires aux tangentes de (C). Alors, a chaque point 
M(#, y } z) de (G) correspondent tous les points M,(a7,, y^ z t ) de (A) situes sur 
la g^neratrice de contact de celui des plans tangents de A qui est perpendiculaire 
a la tangente en M a la courbe (C). 

Si (S) se reduit a un point la surface (S,) est entierement indetermine'e. 
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8o7. Laissant de cote ce cas exceptionnel, revenons aux for- 
mules (7) et exprimons les conditions d'intdgrabilite. Si nous 
supposons z { exprimee en fonction de x et de y et si nous desi- 
gnons par/? { , q^ ses derivees premieres, on aura d'abord 



Si Ton remplace dz par p dx -f- qdy, les expressions de 
dy { prennent les formes suivantes 



\ <tyi = 
de sorte que les conditions d'integrabilite nous donnent 



do) ; i _ 

dx dy ' b dx dy 

filiminant c par de nouvelles d^mations, on trouve 



dy* dx~ dx dy 

on, en developpant etdesignant par /*,, s^ t+ les derivees secondes 



L'integration de cette equation lineaire fera connaitre z { ; puis 
les equations (10), qui donnent les deux derives de c, etles equa- 
tions (9) permettrontde determiner c, x ij y i par des quadratures 
de diflferentielles totales a deux variables. 

858. La principale difficult^ est.donc 1'int^gration de liqua- 
tion (i i). Donnons d'abord Pinlerpretation geom^trique de cette 
equation. 

Si Ton adjoint a la surface (S) la surface auxiliaire (S ) lieu du 
point (x, y, z { ), les points coj^espondants des deux surfaces sont 
toujours sur une meme verticale et liquation (n) exprime 
que les lignes asymptotiques de Vune des surfaces, projetees 
verticalement sur Vautre, y decoupent un systems conjugue. 

En effet, les lignes asymptotiques des deux surfaces (S) et (S ) 
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sont respectivement definies par les equations differentielles 

/* dx* + as dx dy -4- t dy- = o, 
7*1 dx*-\- 25j dx dy + ti dy* = o, 

qui feront connaitre les projections de ceslignes surle plan des xy, 
et 1'equation (n) exprime qu'en chaque point de ce plan les di- 
rections relatives a Tune des surfaces divisent harmoniquement 
Tangle forme* par les deux directions relatives a Faulre surface. 
Etant donnas une surface quelconque (A) el un point O, pro- 
posons-nons de trouver une surface (A ) telle que la perspective 
de ses lignes asymptotiques sur (A), obtenue en prenant le point O 
pour point de vue, dessine sur (A)un systeme conjugue. II suffira 
de faire une transformation homographique qui rejette le point 
aFinfini, etl'onseraramene au probleme precedent. Par exemple, 
si Ton veut determiner toutes les surfaces pour lesquelles les lignes 
asymptotiques vues d'un point O paraissent se couper a angle 
droit, il suffira d'efiectuer une transformation homographique re- 
jetant le point a Finfini et de determiner les deformations infi- 
niment petites de la surface du second degre qui correspond, apres 
cette transformation, a une sphere de centre O. 

8S9. Appliquons les methodes preccdentes au paraboloide de- 

fini par Tequation 

z xy. 

L'equation (i i) nous donnera ici 

$1 = o. 
Pour la commodite des calculs prenons Finie'grale sous la forme 

(12) ^, = XVY', 

X designant une fonction de x et Y une fonction de y. Les in- 
connues c, %i,y\ se de*termineront sans difficulte et Fon aura, en 
choisissant convenablement X, Y et adoptant les notations les 

plus simples 

r r ff ' 
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I 

La surface ainsi obtenue, qui depend de deux fonctions arbi- * 
traires, a ses lignes asymptotiques determinees par 1'equation | 
diSerentielle 1 



ou les variables sont separees. 

860. Nous ferons connaitre plus loin des propositions ge'ne'rales 
d'apres lesquelles le resultat precedent peut tre etendu a toute 
surface du second degre. Mais, des a present, il est bon de re- 
marquer a priori que le probl&me de la deformation infiniment 
petite peut etre resolu pour toute surface du second degre. Nous 
avons vu, en effet, que toute surface regle"e admet une s6rie de 
deformations finies dans lesquelles ses generatrices demeurent 
rectilignes. A ces deformations finies correspondent evidemment 
des deformations infiniment petites qui dependent d'une fonction 
arbitraire a une variable. Or, commeune surface du second degre 
est doublement reglee, Tapplication de la remarque prec^dente 
nous en fera connaitre des deformations infiniment petites, qui se 
distribueront en deux series bien distinctes, se rattachant respec- 
tivement aux deux systemes de generatrices. Et comme les equa- 
tions du probleme de la deformation infiniment petite sont li- 
neaires, il su/ira de super poser ces deux series particulieres 
de deformations infiniment petites pour obtenir la solution la 
plus generate du probleme propose. 

En terminantce Chapitrenousindiqueronsrapidement comment 
Fetude et la solution du probteme de la deformation infiniment 
petite de la sphere peuvent tre rattachees a la theorie des surfaces 
minima. 

861. Soil 



Tequation de la sphere donnee (S) et soit (S 4 ) la surface, lieu du 
point (x { ,y { , z { ], qui lui correspond avec orthogonalite des ele- 
ments, de sorte que 1'on ait 



f- dy dyt -h dx dz^ = o. 
Designons toujours par M, M, deux points correspondants sur 
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les deux surfaces et menons par le point M une droite M^H pa- 
rallele au rayon de la sphere qui va aboulir en M. Nous aliens 
montrer que la droite M^U engendre une congruence isotrope, 
c'est-a-dire [I, p. 420] qu'elle est langente a deux developpables 
circonscrites au cercle de Pinfini. 

Nous rattacherons cette proposition particuliere a une autre 
plus generale que nous retrouverons plus loin (n 891) et qui est 
due a Ribaucour. 

Soient M, Mj deux points correspondants sur deux surfaces 
quelconques qui se correspondent avec orthogonalite des ele- 
ments; menons par le point M, la droite M,H parallele a la nor- 
male de la surface (S) en M; et, de plus, effectuons la represen- 
tation spherique de cette surface (S) sur une sphere de rayon i 
ayant son centre en un point 0; soit Om le rayon de la sphere 
parallele a la normale de (S) en M; nous allons determiner les 
plans focaux de la congruence engendree par la droite M, H. 

A cet efiet, deplacons-nous de telle maniere queM i H engendre 
une des developpables de la congruence. Le point M viendra en un 
point infiniment voisin M 7 et de memeM, en M' t , m en m r . Le plan 
tangent de la developpable suivant M, H est parallele au plan deter- 
mine par les deux rayons consecutifs de la sphere Om, O/n 7 ; et, 
par consequent, il en est de me'me de la direction MjM',. Or, 
cette direction MjM^ doit e*tre deja perpendiculaire a MM 7 . Elle 
devra done se confondre avec Om s'il y a dans le plan mO/n'une 
seule direction perpendiculaire a MM 7 . Comme il est impossible, 
on le recoiinaitra aisement (*), que M! M^ soit parallele a O/?? 3 il 
iaut que MM 7 soit perpendiculaire a deux droites distinctes dti 
plan ;?2 Om 7 , c'est-a-dire a ce plan. Or, ceci revient a dire que la 
tangente MM 7 de la surface (S) doit e"tre perpendiculaire a son 
image spherique, c'est-a-dire doit etre une tangente asymptotique 
[I, p. 201]. Done, aux developpables de la congruence engen- 
dree par MjH correspondent les asymptotiques de (S} ou, ce 
qui revient au me'me, les deux plans focaux de la congruence 



( J ) Si MjM' tait parallele a Om, les plans tangents aux deux surfaces (S), 
(SJ en M et en M, seraient rectangutaires, ce qui est impossible, caralors a tous 
les emplacements s ? efFectuant autour de M correspondrait toujours le meme de- 
placement infiniment petit a partir de M t sur (Sj. 
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en<?e7idree par la droite M^H sont perpendiculaires aux tan- 
gentes asymptotiques de (S) en M. 

Appliquons cette proposition, qui a ete enoncee par Ribaucour 
au n 188 de son Etude sur les Elassoides, au cas ou la surface 
(S) est une sphere de centre O. La droite M, H devient la paral- 
lele au rayon OM de la sphere (S); les tangentes asymptotiques 
de (S) sont les generatrices rectilignes de la sphere qui passent 
en M. Par suite, les deux plans focaux de la congruence en- 
gendree par la droite M, H, etant perpendiculaires a des 
droites isotropes, sont necessairement isotropes, c'est-a-dire 
tangents au cercle de Tinfini, et les deux nappes de la surface 
focale de cette congruence sont des developpables isotropes. 

862. Le calcul suivant conduit au meme resultat. Les coor- 
donn^es d'un point quelconque de M^H ont pour expressions 



Pour determiner les developpables de la congruence, expri- 
mons qu'il existe un deplacement dans leque] ce point decrit une 
courbe tangente a la droite. Nous aurons 



x y 

ou, en introduisant une inconnue auxiliaire 

xi-+- p dx = x cCK, 



(16) 

[ dsi-i- p dz z 



Si Ton multiplie ces equations respectivement par dx, dy\ 
dz et si on les ajoute en tenant compte des relations (i4) et (ID), 
il vient 

p (dx* -h dy* -f- dz*} = o. 



Comme p ne peut ^tre nul, on voit que les developpables de la 
congruence correspondent aux lignes de longueur nulle de la 
sphere, ce qui dquivaut au resultat deja <tabli par la Geom^trie. 

863. Dans les rapides indications que nous avons donndes [I, 
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p. 4*9~4 21 ] sur ^ e5 congruences isotropes, nous avons signale 
une proprie"te de ces congruences, a savoir que les surfaces 
reglees elementaires contenant une droite qaelconque de la con- 
gruence ont toutes, pour cette droite, le meme point central et le 
m&ne parametre de distribution; d'ou il resulte que la surface 
moyenne (lieu du milieu du segment focal) contient les lignes 
de striction de toutes les surfaces reglees formees avec des 
droites de la congruence. Or il est tres aise de montrer que cette 
surface moyenne est id la surface (S,). 

En effet, si Ton considere, d'une raaniere generale, une surface 
regle'e engendree par une droite dontlescosinus directeurs seront 
designed par #, y, z, il est evident que dx, dy, dz sont les para- 
metres directeurs de la normale au plan central, puisque cette 
normale, perpendiculaire a la generatrice, est, en meme temps, 
parallele au plan tangent a 1'infini. Done si x { , y^ z\ sont les 
coordonne*es d'un point de la ligne de striction, on a 

dx dxi -+- dy dyi M- dz dz^ = o, 

en tous les points de cette ligne et seulement en ces points. Celte 
relation etant identique a 1' equation (10) et se trouvant verijBee 
pour chaque point de la surface moyenne, il en resulte la propriete 
annoncee. On peut done enoncer la proposition suivante, qui est 
due a Ribaucour (*) : 

Pour obtenir la surface la plus generale correspondant par 
orthogonalite des elements a la sphere, il suffit de prendre la 
surface moyenne de la congruence isotrope la plus generale. 

On a vu [I, p. 4ao] que Tenveloppee moyenne d'une telle con- 
gruence est une surface minima. 

En rapprochant du reste les diffe"rents raisonnements que nous 
venons de faire on voit que, seules, les congruences isotropes 
jouissent de la propriete d* avoir les lignes de striction des 
differentes surfaces reglees que Von peut former avec les 



(') A. RIBAUCOUR, Etude des Elassoides ou surfaces a courbure moyenne 
nulle. Chapitre VIII (M&noire d^ja cite [I, p. 419]). 
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droites qui les composent, toutes distributes sur une meme 
surface ( J ). 



1. Revenons a la relation (10) et appliquons un thoreme 
donne plus haut. Si, k designant une constante, nous considerons 
les deux surfaces lieux des points (x { + kx, y { + ky, z i -h kz) et 
(x\ kx,y\ ky,z { kz)^ c'est-a-dire les surfaces obtenues 
ea portantj dans les deux sens a partir deM i3 sur les droites de la 
congruence isotrope, des longueurs egales a , on aura deux sur- 
faces applicables 1'une sur Pautre de telle maniere que les points 
correspondants soient a une distance invariable Tun de Tautre. 
Reciproquement, si \tsextremites d'un segment PP< de longueur 
constante, dont la direction depend de deux parametres, 
decrivent deux surfaces appiicables Vune sur Vautre, la 
droite PPi engendre une congruence isotrope ( 2 ). 



f 1 ) C'est d'ailleurs ce que Ton peut etablir directement comme il suit : 
Prenons une droite de la congruence pour axe des z et soient 

y m'x, y = m" x 

les equations des plans focaux, z\ z" les z des points focaux. 

Pour determiner le point central relatif a Tune des surfaces elementaires con- 
tenant la droite, ii faut lui adjoindre le point a 1'infini, les points focaux et 
^primer que le rapport anliarmonique des quatre points de contact est egal a 
celui des plans tangents correspondants, ce qui donne 

z z' m m' t m 

z~ z" ~~ m m" ' i ' 

in 

m 

m etant le coefficient angulaire du plan central. Pour que z soit invariable, il 
t'aut que la fraction rationnelle 

(m m'} (i + mm"} 
( m m" ) (i 4- mm' ) 

soit independante de m, ce qui donne, en e*cartant 1'hypothese inadmissible 

ni =. m?) 

Les plans focaux sont done ncessairement isotropes. 

(=) A. RIBAUCOUR, M^moire cite (Chapitre VIII). Le cas oil la direction du 
segment PP t ne depend que d'uii seul parametre a e*te" trait6 par M. CARONNET 
dans un article Sur les couples de surfaces applicables insere en 1898 au 
tome XXI du Bulletin de la Societe mathe'matique de France. 
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Car la surface decrite par le milieu de PP, et la sphere obtenue 
en menant par un point fixe des paralleles aPP, se correspondent 
avec orthogonalite des elements lineaires. 

865. II nous reste a indiquer comment on determine la surface 
moyenne d'une congruence isotrope. 
Solent 



(17) (I M 2 )tf H- 1(14-1*2)^-1- 1U3 ~ $f(lt) =0, 

(18) (i u\)x z(n-M?)j-H-a 1 -3~4/ l (a 1 )=:o 

les equations de deux plans tangents a deux developpables iso- 
tropes [I, p. 34i]. Leur ensemble represente une tangente double 
de ces deux developpables, c'est-a-direla droite la plus generate de 
la congruence isotrope definie par ces developpables. II suffit de 
joindre a ces deux equations celle du plan moyen, c'est-a-dire du 
plan tangent a la surface minima correspondante [I, p. 296, 297], 

(19) (u -+ ufix + i(Ui u)y 
oil Ton a 



puis de resoudre les trois equations precedentes, ce qui donne 

i -h i * 



(-20) 



f/ +/i')-' 



I-H 



Telles sont les expressions des coordonnees d'un point de la 
surface cherchee. Celles du point correspondant de la sphere sont 



Y = 

J 



- ' J-f- UUi 

et il est tres ais6 de verifier avec ces formules la relation iden- 
tique (i5). 

866. Nous terminerons en montrant comment on peut, dans le 
cas general, transformer Tequation aux derivees partielles a 
laquelle satisfait z { conside're'e comme fonclion de x et 
D. - IV. 
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Ptemarquons d'abord que les caracteristiques de cette equation 
sont les lignes asjmptotiques de (S); car leur equation differen- 
tielle est [T, p. i33] 

* -H 2$ dx dy 



Si done on prend pour variables independantes les parametres a 
et |3 de ces lignes asymptotiques, elle prendra la forme 



A et B se determinent sans calcul par la rernarque suivante : 
comme 1'equation (i i), la prece'dente doit admettre les solutions 
particulieres z { = x, z^ =y- 

On pourra done 1'e'crire sous la forme 



dz 
dx 
dx 
dv 
dy. 



dx_ 
dy 



C'est Tequation ponctuelle relative au reseau plan (n^cessaire- 
ment conjugue comme tous les reseaux plans) forme par la pro- 
jection sur le plan des xy des lignes asymptotiques de la sur- 
face (S). 

On verra plus loin que cette equation ponctuelle a ses inva- 
riants egaux. 
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CHAPITRE II. 

DEFORMATION IWFINIMEKT PETITE. 
DEUXIEME SOLUTION : LES FORMULES DE M. LELIEUVRE. 

Introduction directe des lignes asymptotiques. Reduction du probleme a Pin- 
tegration d'une equation aux derivees partielles a invariants egaux ; ce qui 
montre qu'on pourra obtenir une suite illimitee de surfaces dont on connaitra 
les lignes asymptotiques et pour lesquelles on saura resoudre le probleme de la 
deformation infiniment petite. Formules de M. Lelieuvre. Leur demon- 
stration directe. Comment on peut en deduire, par une methode rapide, la 
solution du probleme de la deformation infiniment petite. Applications de 
ces formules. Proprie"te de la representation spherique des lignes asympto- 
tiques qui montre que cctte representation spherique ne saurait etre choisie 
arbitrairement. Theoreme de M. Koenigs : les perspectives des lignes asym- 
ptotiques sur un plan quelconque determinent un reseau plan (necessairement 
conjugue comme tous les reseaux plans) a invariants ponctuels egaux. In- 
terpretation geometrique de i'e*galite des invariants pour 1'^quation lineaire 
ponctuelle ou tangentielle relative a un re"seau conjugue trace sur une surface 
quelconque. Element lineaire d'une surface rapportee a ses lignes asym- 
ptotiques. Demonstration nouvelle du the'oreme d'Enneper relatif a la torsion 
des lignes asymptotiques. Application aux surfaces a courbure constante. 
Quand on sait resoudre le probleme de la deformation infiniment petite pour 
une telle surface, on sait le faire aussi pour toutes celles qui en derivent par 
la transformation de M. Bianchi. Formules analogues a celles de M. Lelieuvre 
quand les variables ont et choisies d'une maniere quelconque. La solution 
generate du probleme de la deformation infiniment petite ecrite avec des va- 
riables queiconques. 



867. La seconde melhode que nous allons exposer, pour re- 
soudre le probleme de la deformation infiniment petite, c'est- 
a-dire pour trouver les fonctions les plus generales, x { , y { , z^ , qui 
verifient Fequation aux difFerentielles totales 

( i ) dx dxi -+ dy dyi -4- dz dz = o, 

repose sur Femploi presqueimm^diat du syst^me de coordonnees 
forme avec les deux families de lignes asymptotiques. Conservant 
les notations habituelles relatives a la surface donne"e (S) lieu du 
point (x 9 y, js), designons par/?, ^, ;-, 5, t les derivees premieres 
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ct secondes de s considered comme fonclion de x, y et rem- 
placons dz par sa valeur p doc + q dy. L'equation (i) deviendra 

i - i r-pdz l ')-*- dy(dyi->r< 



On peut done poser 



r { designant une inconnue auxiliaire. L'equation (i) est done rem- 
placee par le groupe des Irois suivantes 



H vient, en ecrivant la condition d'int^grabilit^, 
d 



dz 



Pour etudier 1'integration de ce systeme, nous choisirons ! 

comme variables independantes les paramelres des lignes asym- ! 
ptotiques de la surface (S). Comme ces lignes sonl definies par 

1'equation differ en tielle i 

dp dx -r- dq dy = o, _ \ 

\ 
on voit que, si Ton designe leurs parametres par a et [3, Tequation ' 

precedente devra contenir le seul terme en da rfj3 ; et 1'on aura, par 

suite, 

djz dx dq dy _ dp d^ dq dy _ 

" 4 "~ """ ' 



On peut done poser, en introduisant deux inconnues anxi- r 

liaires \ et [x, i 

dx dq dx dq I 

OOL vOC vlj i?B 

f, 

^ X ^ ^ ^2 * 
Mais, comme on a 
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et en developpant, 

dp_ dx_ __dp dx ^ dq dy dq dy ___ 

U) d$ dz !h. dp^Jiji M~fa d$ ~"' 

Remplacons, dans cette relation, les derivees de x et dey par 
leurs valeurs de"duites des equations (3); nous trouverons 



Done, comme on a implicitement ecarte Thjpothese ou (S) 
serait developpable, il vient 



et les formules (3) peuvent etre remplacees par les suivantes 

I dx _ ~dq dx __ ^dq 

(5) 



qui jouent un r6le fondamental dans la theorie des lignes asym- 
ptotiques. 

R6ciproquement, toutes les fois que les equations (5) seront 
verifies, il en sera de meme de la condition d'integrabilite (4), 
1'expression p dx 4- q dy sera une difierentielle exacted; etla 
surface (S) lieu du point (#, y, z) admettra a et p pour para- 
metres de ses lignes asymptotiques; car, en vertu des equa- 
tions (5), on aura identiquement 



Onverifierad'ailleurs aisement que, si /*, 5, t designent, comme 
nous Tavons suppose, les derivees secondes de s consider^e comme 
fonction de x, y, on a 





52 rt' 
car les premieres Equations (5) peuvent s'ecrire 



doc. 
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et donnent, par Pelimination du quotient des derivees ^? -j^, la re- 

lation 

(6) i=:X(*-/-0. 

868. Ces formules relatives aux lignes asymptotiques etant 
etablies, revenons au probleme propos et supposons qu'on ait 
pris pour variables independantes les parametres a et [3. On aura 
le systeme (5) et il restera a intgrer les deux Equations 



i 



dy 
r i-l 



En crivantles conditions d'int^grabilitd, on obtient les deux 
conditions 

dr^ dx dq dz dri due dq dzi 

(7) , . . . . , . . 

dri y dp o&\ ^ r i dy dp dzi __ 

qui sont a la fois necessaires et suffisantes et qui feront connaitre 
r { et z\ . 

Si 1'on y remplace les derivees de x et de y par leurs valeurs 
tirees des equations (5), on a 



dq (dz l , 

fa \ "^ ~~ 



dq(dz i 

~~ " 



dri\ dp 

- - 



ou, plus simplement, 



i _ -, <^i 

~T A -T ) 

dot, dot. 



Ainsi, tout se ramene a Immigration generals de ce systeme, 
integration qui fera connaitre z { et r { ; aprs quoi x { ety { se de- 
duiront des formules (2) par de simples quadratures. Telle est la 
marehe g^nerale et tres simple de la solution. 
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869. Considerons d'une maniere generale le sysieme 

/ da . dv 

... \te=- l T*' 

(A) \ 

du , <?i? 

^- *3p' 

ou u et ^ designent deux fonctions inconnues et ou \ est cette 
fonction de a et (3 qui figure dans les Equations (5) et (8). Ges 
differentes equations expriment purement et simplement que ce 
systeme (A) estverifie', si Ton y remplace u et 9 soit para: et q, 
soit par y et /?, soit enfin par z\ et i\ . On voit done que, des que 
Von connattra des fo?*mes de la fonction A permettant V inte- 
gration complete du systeme (A), il en resultera pour nous la 
connaissance d'une infinite de surfaces (S) dont on pourra 
determiner les lignes asymptotiques et pour lesquelles on 
saura resoudre le probleme de la deformation infiniment pe- 
tite. Ces surfaces (S) seront determinees en prenant pour y et 
p d* line part, pour x et q d'autj^e part, deuxsystemes quel- 
conques de solutions. D'autre part, pour qu'on sache resoudre ce 
probleme pour une surface donnee (S), il faut pouvoir integrer 
le systeme (A) correspondant. Tout se ramene done en derniere 
analyse a 1'etude et a 1'integration de tels systemes. 

Or nous les avons deja consider^s [II, p. 147] et nous avons 
deja signale les rapports etroits qu'ils presentent avec les equa- 
tions a invariants egaux. En conservant la notation adoptee au 
n 390, nous savons que Pelimination de u nous conduiraaPequa- 
tion 

(9) S 

et celle de v a la suivante 





ou $(*) d^signe le symbole i 
D'apr^s cela, si Ton pose 
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liquation 



dolt admettre les solutions parliculi&res 

#/^ et 



que Ton obtient en remplagant, dans 1'equation (9), P par les dif- j 

terentes valeurs qu'il peut recevoir. Les trois premieres solutions * 

seront connues des que 1'on connaitra la surface (S). Designons- I 
les par 9 i? 9 2 , 9 3 , ou, plus exactement, posons 



Comme r { est uoe fonction inconnue, nous poserons 



co elant la solution g^nerale de Fequation (n). Remontant de 
proche en proche, les formules (5) nous donneront d'abord 



i- 



et de meme 

^-O,* 6 ' e ^ 02 daf A M* A M* 
ite" 81 ^"- 8 ^-' ^ == - 62 ^ +83 ^' 

et de la on deduira dz par la formule 

dz =. p doc ->r q dy, 

de sorte que, tout calcul fait, on aura les coordonnees #, y, 5 par 
les formules 



(B) 
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et la surface correspondante (Si) sera definie par les formules 



(C) 



6i, 9aj 9s ^tant trois solutions particulieres, et co la solution ge*ne~ 
rale, d'une equation de la forme suivante (*) 



870. Un jeune geometre, M. Lelieuvre, a ^te conduit par ses 
recherches personnelles anx elegantes formules (B) qui definis- 
sent une surface rapportee a ses lignes asymptotiques ( 2 ). Voici 
comment on peut les d^montrer par une me'thode simple et 
directe. 

Designons par c, c f , d r les cosinus directeurs de la normale a la 
surface (S). On aura 



dx 



et de la on deduit, en differentiant la premiere equation par rap- 
port a [3, la seconde par rapport a a, et retranchant, 

dc dx do 



Comme Tequation differentielle des lignes asymptotiques est 

V do dx = o, 
on obtient, en ^galant a zero les coefficients de <fa 2 ? rfp dans 



(*) Dans la Note deji cit^e de 1870, M. Moutard n'a pas publi^ sa methode, 
mais il annonce que la difficulte du probleme se ramene a I'int^gration d'une 
Equation de la forme (D). 

( 3 ) LELIEUVRE, Sur les lignes asymptotiques et leur representation sphe- 
rique (Bulletin des Sciences mathe'matiques, 1888, p. 126). 
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cette equation, les deux relations 
I dc dx 



Les equations (i3) et (ID) peuvent tre remplacees par les sui- 
\antes 

dx , f t dc" ,dc'\ dx f r dc" ,dc' 

^- C W 

dc dc ff 



dz . / dc f , dc\ dz I dc' , dc\ 

T- = M c 3 -- c :r j ^QK ^"^ ^Q)^ 
dy. \ dx da/ dp [ \ dp dp/ 

ou A et JJL designent deux fonctions auxiliaires. Si Ton substitue 
les valeurs ainsi obtenues des deriv^es de x, y, z dans la con- 
dition d'integrabilite (i4) il vient 



= 0. 



Le determinant n'etant pas nul (<), on doit faire IJL 
PortanL ceite valeur de [i dans les formules (16) et posant 

(17) cvfi = e l5 c'v^ = o 8 , c'V^ = 3 , - 

on obtient les formules definitives 



<i8) 



Si Pon exprime enfin que dx, dy, dz sont des differentielles 



( l ) Si le determinant e"tait nul, on aurait 



la surface serait developpable . Or ce resultat est inconciliable avec Phypothese 
que les parametres aet p des lignes asymptotiques sont des variables distinctes. 
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exactes, on est conduit seulement a deux relations 



qui nous montrent que 6 M 9 2 , 6 3 sont des solutions particulieres 
d'une Equation de la forme 



(19) 

et completent la demonstration des formules (B). 

871. Si 1'on prend ces formules comme point de depart, la so- 
lution du probleme propose s'obtient d'une maniere nette etra- 
pide. Reprenons en efiet Pequation a verifier 

dx dxi -+ dy dyi H- ds dz = o, 

et remplacons-y dx, dy, dz par leurs valeurs tirees des formules 
(B). En egalant a zero les coefficients de da 2 , dadfi, d$- : nous 
aurons les trois Equations 



dtx, 



63 
d8 3 
dx 



dx dx dx 

8 t 8 2 8 3 

dx dx dx 
d&i dy\ ^i 



61 8 2 



P 4 
8 2 83 
d8a d8 3 

"5cT dx dx 
Les deux premieres nous permettent de poser 



(20) 



dx' 



*i Aft 

-T = A.U 

da 



A, B, A 7 , B ; etant des fonctions auxiliaires, et la troisieme conduit 
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a la relation 



On peut done poser, en changeant la notation, 

B s= B' = CD. 

Ecrivons maintenances conditions d'integTabilit< pour 
^ { : nous aurons, par exemple, 



ou ? en developpant et remplacant -r-rjg par sa valeur deduite de 
Inequation (19), 

(^ .2k&)bi -r^Trf -t- A') + -J- ( A ~ ) = o. 
V^S da / <?a \dp / Op V da/ 



Comme Fequation doit subsister quand on y remplace $i par 
B 2 et 6 3 , il faut qu'elle ait lieu identiquement; ce qui donne 



?*L 

5p"~" ^ ' 
ou encore 



Remplacant A, A', B, B' par leurs valeurs dans les formules (20), 
on retrouve bien les formules (G) de notre premiere solution. 

872. Cette solution carte, nous 1'avons deja remarque ? le cas 
oii la surface (S) serait developpable ; mais, comme on sait r- 
soudre le probleme de la deformation finie pour toute surface de- 
veloppable, on saura, par cela mime, r^soudre aussi celui de la 
deformation infiniment petite. 

Pour le plan, par exemple, qu'on peut supposer repr^sent^ par 
Tequation 



on aura 
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, a, b etant des constantes et z^ pourra etre choisi arbitraire- 
ient. Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 

873. Revenons aux formulas (B) ou 9,, 9 2 , 9 3 sont lies aux co- 
inus direcleurs c, c' : c u de la normale par les relations (17), d'ou 
on deduit immediatement 

22) x = e}-t-ei + ej. 

En substituant c, c', c 11 a 9 l5 9 2 , 9 3 on peut encore ecrire les 
quations (B) sous la forme 



/ . / , do" dc'\ . . / . do" ,; dc' \ 7n 

dx \ ( c' - -- c" ) <fa X ( c' -^- c"-7r ^3, 
i \ da da / \ <?? d ? / 

I 7 *. f .. dc dc"\ , ~ / do dc"\ , 



}ui, d'ailleurs, se deduit immediatement des formules (16) ouTon 
j emplacera JJL par \. La comparaison des formules prece'dentes 
ivec celles que nous avons donnees d'apres Gauss au Livre VII, 
Hhapitre III III, p. 242 et suiv.], permet de faire une etude 
ipprofondie de la surface rapportee a ses lignes asjmptotiques. 
Si Ton pose 

ON dc * ndcdc n /dc\* 

23) 



Dn verra ais^ment que Ton a 

- ov O /^\ 2 ^5 

23) =Xe ' 



et Ton pourra appliquer toutes les formules du Livre VII, Cha- 
pitre III, en y remplacant u et 9 par a et p, puis faisant les substi- 
tutions suivanles 



(24) H=-X2A, D = o, D ; = X3A2, D"=o; 

A designant le determinant 
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a la relation 

B-4-B'=o. 

On peut done poser, en changeant la notation, 
B= B' = to. 

ficrivons maintenant les conditions d'integrabilite pour x\ , y {9 
Zi : nous aurons, par exemple, 



/)2 A 

ou, en developpant et remplacant ^-~ par sa valeur de"duite de 
liquation (19), 



Comme Peqaation doit subsister quand on y remplace 0, par 
5 2 et 6 3 , il faut qu'elle ait lien identiquement; ce qui donne 



ou encore 



Remplacant A, A', B, B'par leurs valeurs dans les formules (20), 
on retrouve bien les formules (C) de notre premiere solution. 

872. Cette solution e"carle, nous 1'avons de"ja remarqu^, le cas 
ou la surface (S) serait d<veloppable ; mais, comme on sait re- 
soudre le probleme de la deformation finie pour toute surface d^- 
veloppable, on saura, par cela m^me, r^soudre aussi celui de la 
deformation infmiment petite. 

Pour le plan, par exemple, qu'on peut supposer represent^ par 
requation 

on aura 



= hy + a, 
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, a, b etant des constantes et z { pourra tre choisi arbitraire- 
jent. Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 

873. Revenons aux formules (B) ou 8j, 9 2 > 63 sont lies aux co- 
inus directeurs c, c f , c ff de la normale par les relations (17), d'ou 
'on deduit immediatement 

En substituant c, c', c" a 8 I} 9 aj 83 on peut encore ecrire les 
jquations (B) sous la forme 



, , , , , ,dc 

= X C -r -- C' -r- d* I ' 



jui, d'ailleurs, se deduit immddiatement des fovmules (16) oul'on 
[emplacera |Ji par X. La comparaison des formules precedentes 
a.vec celles que nous avons donnees d'apres Gauss au Livre ^ 7 II, 
Chapitre III III, p. 242 et suiv.], permet de faire une etude 
approfondie de la surface rapportee a ses lignes asymptotiques. 
Si Ton pose 



on verra ais^ment que Ton a 

/ox, CI /^\ 2 > 
(23) =Xe ' 



et Ton pourra appliqtier toutes les formules du Livre VII, Glia- 
pitre III, en y remplacant u et 9 par a et (3, puis faisant les substi- 
tutions suivanles 

(24) H = -X2A } D = o, D' 

A d^signant le determinant 
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dont le carre a pour valeur 

(25)' A=<^ /. 

On trouvera, par exemple, que liquation different]' elle des 
lignes de courbure prend ici la forme 



(26) eda* 

et que 1'equation aux ravons de courbure principatix devienL 

(a6/ R2__2Z* R __X2 = o. 

Et de lit resulte la signification geometrique de \ : on a 

(27) X* = RR', 

R et R'designant les rayons de courbure principaux. 

L'element lineaire rfc- de la representation sph^rique et celui ds 
de la surface sont determines par les deux formules 



(28) 



I 
zfdxdfi, 



dont la comparaison met en evidence le theoreme d'Enneper 
[II, p. 3gg]. Pour chacune des lignes asymptotiques, la torsion 

~ a la meme valeur dgale a 



874. Altachons-nous plus particulierement a la representation i 

spherique. | 

Nous etablirons d'abord une relation differentielle entre e, /, g \ 

qui montre que la representation spherique des lignes asym- ! 

ptotiques nepeut elre choisie arbitrairement. ficrivons en effet f 

que 8 f , 9 2 , 9 3 ou c v/X, c'\/\ c' f yA sont des solutions particulieres | 
de Tequation (D), nous aurons des relations telles que la suivanle 



ou, en developpant, 
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Multiplions cette Equation par c et ajou tons-la aux equations 
nenues en y remplacant c par c', c' 1 ', nous aurons une relation 



LU fera connaitre k en fonction de \ et dont nous ne ferons pas 
sage pour le moment. Mais, si Ton multiplie liquation (3o) soil 

sir -^ soit par-r|:> et qu'on Tajoute ensuite aux deux equations 

jmblables obtenues en remplagant c par c 1 et c", il viendra les 
eux relations 

de -d\ d\ 



d\ d\ 



'ou Ton tire 



(MogX _ J d$ dz dlogX _ J dz " 

' da ~~ eg / 2 ' d$ ~ eg- 

II faut done que Ton ait 

,de dff\ / .dff de 



t il est evident que cette relation ( < ) n'est pas verifiee quand la re- 
resentation spherique a ete choisie arbitrairement. Par exemple 
i/est nul, c'est-a-diresi les lignes asymptotiques sont supposees 
ectangulaires, elle prend la forme 



t montre que le systeme orthogonal qui sert de representation 
pherique aux lignes asymptotiques doit 6tre isotherme. C'est une 
connue des surfaces minima [I, p. 3o3]. 



(*) Cette relation diff^rentielle a &6 donnSe pour la premiere foispar M. DOJI 
aas un Memoirs qui est intitul^ : Sopra alcune formole generali della teoria 
lelle superficie, e loro applicazioni (Annali di Matematica, s^rie II, t. IV ; 
.. i83) et a de"ja ete cite [III, p. 879]. 
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87o. Reciproquement, lorsque la condition (34) est v^rifiee, 
les courbes spheriques de parametres a et (3 sont la representation 
spherique des lignes asymptotiques d'une serie de surfaces, toutes 
homotheliques a Tune quelconque d'entre elles. Pour le montrer, 
nous nous appuierons sur la remarque suivante. 

Lorsqu'on connait tin element lineaire de la sphere de rayon i 
defini par la formule 

dz* = e <**+ 2/da d$ -h g dp, 

les coordonnees c, c\ c" du point de parametres a et [3 satisfont 
toujours a une equation lineaire de la forme suivante 



car cette equation contient trois fonctions arbitraires A', A J , l r 
dont OQ pent disposer de telle maniere qu'elle admette trois solu- 
tions quelconques donnees a 1'avance, et, en particulier, c, C A , c". 
Cela pose, je dis qu'on peut toujours exprimer A', k 1 , 1' en fonctiou 
de Felement lineaire, c 7 est~a-dire de e,/, g et de leurs d^rivees. 
En effet, si nous operons comme nous 1'avons fait plus haul, si 

nous multiplions Fequation (35) successivement par , ~, -^ et 

si nous ajoutons chaque fois les Equations semblables obtenues en 
y remplacant ^ par c : c', d 1 ', il viendra les trois relations 



i de 
(36) 



2 d* 



qui etablissent le r^sultat annonce. 

Or, si la condition (34) est verifi^e, i] existera une fonction \ 
verifiant les equations (33) ou les Equations equivalentes (82); 
par suite, les deux demises Equations (36) nous donneront 



de sorte que liquation aui d<riv(Ses partielles (35) aura ses inva- 
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ints egaux et pourra prendre la forme 



Des lors, lesforrmiles(B ; ) seront integrates et nous donneront 
e surface admettant pour ses lignes asjmptotiques la represen- 
jon spherique donnee. Comme \ n'est determine qu'a un fac- 
ir constant pres, on pourra remplacer cetle surface par Tune 
elconque des surfaces homothetiques. 

fl resulte de cette analyse que, dans le cas ou I'on a pris 
mme variables les parametres des Lignes asymptotiques, et 
ms ce cas settlement, L' equation aux derivees partielles de la 
rme (35) a laquelle satisfont les cosinus directeurs de la 
*rmale a ses invariants egaux. 

M. Kcenigs a donne une forme plus geometrique encore a cet 
once (). 

c, a', c' f , o sont les coordonnees homogenes du point ou la 
>rmale coupe le plan de Tinfmi. On pent done dire que let> 
aces sur Le plan de I 3 infini des surfaces reglees engendrees 
ir les normales a la surface en tous les points des differentes 
%nes asymptotiques forment iui reseau plan (necessairement 
njugue comme tous les rtseaux plans) a invariants egaux. 
Car 1'equation poncLuelle [I, p. 122] relative a ce reseau con- 
gue est precisement 1'equaLion (35). En transformant par po- 
ires reciproques, relativement a une sphere quelconque, et re- 
arquant que les lignes asjmptoliques se conservent dans cette 
ans format! on, on voil que : 

Les perspectives des lignes asymptotiques sur le plan de V in- 
ni forment un reseau a invariants egaux. 

876. La definition des lignes asymptotiques etant projective, la 
^oposition particuliere que nous venons d'etablir entraine im- 
ediatement la suivante, comme Pa remarque M. Koenigs : 



( 1 ) G. KOSNIGS, Sur les reseaux plans a invariants egaux et les lignes 
'ymptotiques ( Comptes rendus des seances de I'Academie des Sciences, 
CXIV, p. 55; 1892). 

D. - IV. 3 
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875. Re'ciproquement, lorsque la condition (34) est verifie'c, 
les courbes spheriques de parametres a et (3 soul la representation 
spherique des lignes asymptotiques d'une se'rie de surfaces, toutes 
homothetiques a Tune quelconque d'entre elles. Pour le montrer, 
nous nous appuierons sar la remarque suivante. 

Lorsqu'on connait un Element line'aire de la sphere de rayon i 
defini par la formule 



les coordonnees c, c', <f du point de parametres a et [3 satisfont 
toujours a une equation lineaire de la forme suivante 



car cette equation contient trois fonctions arbitraircs A', X J , /' 
dont on peut disposer de telle maniere qu'elle admette trois solu- 
tions quelconques donnees a Tavance, et, en particular, c, c 1 ', c ir . 
Cela pose, je dis qu'on peut toujours exprimer A', //, L l on fonciiou 
del'element line'aire, c'est-a-dire de e,/, ^ et de leuvs dcrivees. 
En efiet, si nous operons comme nous 1'avons fait plus haul, si 

nous multiplions Fequation (35) successivemcnt par ^, ^, ^ ct 

si nous ajoutons chaque fois les Equations semblablcs oblcnues en 
y rempla^ant % pare, c', c" ', il viendra les trois relations 



(36) 



qui etablissent le r^sultat annonc^. 

Or, si la condition (34) est v^rifi^e, i] existera unc fonction 1 
verifianlles Equations (33) ou les Equations ^quivalentcs (3a); 
par suite, les deux dernieres equations (36) nous donneronl 



de sorte que Equation aux derives partielles (35) aura ses inva- 
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riant s egaux et pourra prendre la forme 

Des lors, les form ules(B') seront integrables et nous donneront 
nne surface admettant ponr ses lignes asymptotiques la represen- 
tation spherique donnee. Comme X n'est determine qu'a un fac- 
tenr constant pres, on pourra remplacer cetle surface par Tune 
quelconque des surfaces homothetiques. 

[1 resulte de cette analyse que, dans le cas oil Con a pris 
comme variables les parametres des lignes asymptotiques, et 
dans ce cas settlement, 1'equation aux derwees partielles de la. 
forme (35) a laquelle satisfont les cosinus directeurs de la 
nor male a ses invariants egaux. 

M. Koenigs a donne* une forme plus geometrique encore a cet 
enonce ( i ). 

Cj d ', c v , o sont Jes coordonnees homogenes du point oil la 
normale coupe le plan de Tinfini. On pent done dire que les 
traces sur le plan de Vinjini des surfaces re glees engendrees 
par les normales a, la surface en tons les points des differente^ 
lignes asymptotiques forment un reseau plan (necessaire?nent 
conjugue comme tons les reseaux plans] a invariants egaux. 

Car 1'equation poncLuelle [1, p. 122] relative a ce reseau con- 
jugue est precise* menl 1'equation (35). En transformant par po- 
laires reciproques, relativement a une sphere quelconque, et re- 
marquant que les lignes asymptotiques se conservent dans cette 
transformation, on voit que : 

Les perspectives des lignes asymptotiques sur le plan de V in- 
Jini forment un reseau a invariants egaux. 

876. La definition des lignes asymptotiques etant projective, la 
proposition particuliere que nous venons d'etablir entraine im- 
mediatement la suivante, comme 1'a remarque M. Koenigs : 



(*) G. KOSNIOS, Sur les reseaux plans d invariants egaux et les lignes 
asymptotiques ( Comptes rendus des seances de I'Acade'mie des Sciences, 
t. GXIV, p. 55; 1892). 

D. - IV. 3 
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Les perspectives ou les project Ions des lignes asymptotiques 
wan plan quelconque forment un reseau a invariants egaux, 

Nous aliens verifier cette proposition en de"montranL que 1'equa- 
lion aux derivees partielles (22) [p. 18] a laqnelle conduit noire 
premiere solution a ses invariants egaux. Cette equation, a laqueUe 
satisfont les coordonnees x, y d'un point de la surface (S), est 
bien celle qui caracterise le reseau forme" par la projection des 
lignes asymptotiques de la surface (S) sur le plan des xy. 

Or, si Ton se reporte aux expressions de x et dey donne'es par 
les formules (B), on reconnait immediatement que Ton a 

62 daj ^ da \6| dp 
i dy 



Par consequent, x et y seront des solutions particuliores de 
Teuation en 9' 



Tequation en 9 



dont les invariants sont egaux; car son ddveloppcmenl lui donne 
la forme 



Cette equation n'est autre que celle qu'il s'agissail dc former au 
n866; et ainsi se trouve mis en evidence le lien cnire noire pre- 
miere et notre seconde solution. 

877. La remarque que nous venons de faire nous amonc a com- 
piler une proposition gebme'trique tres de*gante, signalee par 
M. Kcenigs et relative aux re"seaux plans conjugucs dont les inva- 
riants sont egaux. Nous allons mettre en evidence une proprio'te 
caracteristique des re"seaux conjugues traces sur une surface quel- 
conque, et auxqaels correspond une Equation lindaire doni les 
deux invariants sont e'gaux. 

Soit 
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liquation ponctuelle relative a un systeme conjugue", trace sur 
ne surface (S), c'est-a-dire 1'equation a laquelle satisfont les 
coordonne"es #, y, z d'un point quelconque M de cette surface, 
considere'es comme fonctions des variables u et 9. Les tangentes 
aux courbes de param6tre u engendrent une congruence qui 
admet (S) pour une des nappes de sa surface focale. Le point M< 
de Tautre nappe sera, comme on sait, defini par les formules 

, , . i doc i dy i dz 

(40) *, = -,--_, y^y^-J-, ai=a ,+ __. 

Si 1'on consid^re de me'me la congruence engendre'e par les 
tangentes aux courbes de parametre p, le second point focal M 2 
de la tangente en M a la courbe qui passe en ce meme point sera, de 
meme, defini par les formules 

i dx i dy i dz 

__ ; r2=J . H _^ 3 ,+ __; 

de sorte que 1'on peut exprimer a et b par des formules telles que 
les suivantes 

. . i dx i dx 

(42) a= -- r- b = ---- -r-. 
v ' x^ xdv x. 2 % du 

D'autre part, en different! ant la premiere equation (4o) et te- 
nant compte de ce que x est solution particuliere de liqua- 
tion (3g), on trouvera 

d&i ___ h dx 

(43) 15""""" 5* 75' 

h designant le premier invariant de Fequation (Sg). On a done, 
en eliminant a entre les equations (4 s ) et (43), 

dx dxi 



Comme il est permis d^crire des equations analogues en y et j 
on est conduit a Pexpression 

d.ri dx dyi dy dz^ dz_ 

du dv du dv du, dv 
(45) h 



"(a? #i) 2 -H(r .Ti) 2 -K* *i) 2 
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qui est moins simple, mais devient independante du choix des- 
axes. On pent Finterpreter geometriquement. Mais, pour eviter 
toute difficulte quant aux signes, nous raisonnerons de la ma- 
nitre suhante. 

878. Lorsque u varie, le point M 4 decrit une courbe tangente 
a 31M| et dont le plan osculaLeur est, comme on sail, le plan tan- 
gent en M a la surface, c'est-a-dire le plan MM, M 2 . Soient, pour 
le point M,, A, A', A'; B, B', B"; C, C', C" les cosinus directeurs 
de la tangente a cette courbe, de sa normale principale et de la 
norraale au plan osculateur. Cette derniere normale ^tant paral 
lele a la normale a la surface, nous pourrons prendre, en conser- 
^ant toutes les notations du Chapitre III, Livre VII [III, p. 242 et 
suiv.j, 

(46) C = i 

H 

On aura evidemment 

(47) A = -!=*?, A^^,^ A'=JL2f. 

V/G^ /G^ SG dv 

De la on deduira B, B ; , B" par les formulas connues 



qui nous donnent, par la substitution, 



H/G 



D^ignons par * ( 1'arc de la courbe decrite par le point M ( . 
Una, dapresl'equalion(43), 



aux courbe. 

!0 ] nous donnent 
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etant le rajon de courbure de la courbe. On a done 
dA B k /7T 



on, en rernplagant A et B par leurs valeurs (47)5 (48) et tenant 
sonipte de Tequation (3g), 

JL /__ a b \ = Jl i/G 

Egalant les coefficients de j- dans les deux membres, on trouve 

a Gk 

<* ;/cT 



Or, si MMi designe en grandeur et en signe la distance MM,, 

on a 

#j x = A x 



En remplacant A et ^! x par leurs valeurs (47) et (4o)> on 
trouve 



m = MMj, 
a 

ce qui permet d'^crire 1'equation (5i) sous la forme enti^rement 
geom^trique 



Pour la conrbe d^crite par le point M 2 , on trouverait de meme 

TJ 

(53) A- = - 



de"signant le second invariant de Pequation (89). 

Ces expressions des deux invariants nous permettent de re- 
soudre la question propos^e. Pour qu'ils deviennent egaux, il faut 
que 1'on ait 



que 

(54) -^ + -^-,=0. 

MM 2 



Or on sait que la relation precedente existe entre les rayons de 
courbure, en M^ et M 2 , de toute conique qui serai t tangente en 
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ces points aux droites MiMj, MM 2 , c'est-a-dire aux courbes decrites 
par Jes points Mj et M 2 . Par suite, celie de ces coniques qui aura 
en M, le rayon de courbure p, aura en M 2 le rayon de courbure p 2 . 
Comme les plans osculateurs aux deux courbes en M< et en M 2 se 
confondent avec le plan MM< M 2 , on pent enoncer la proposition 
suhante, generalisation de celle que M. Kcenigs a fait connaitre 
pour les reseaux plans dans la Communication citee plus haut : 

Pour que I * equation ponctuelle relative a un systeme con- 
jugue trace sur une surface quelconque ait ses invariants 
<>gaux, il faut et it suffit que, si Von construit les deux 
developpables circonscrites a la surface suivant les deux 
courbes du systeme conjugue qui se croisent en un quelconque 
de ses points et que Uon prenne sur chacune de ces develop- 
pables les points de contact de trois generatrices consecutives 
avec r arete de ?*ebroussement, les six points focaux ainsi ob- 
tenus appartiennent a une meme conique. 

En transformanl par polaires reciproques, on voit de meme que : 

Pour que I' equation tangentielle relative a un systeme con- 
jugue ait ses invariants egaux, ilfaut et il suffit que les trois 
plans focaux, distincts des plans tangents a la surface, rela- 
tifs a trois tangentes consecutives prises sur chacune des deux 
courbes du systeme conjugue qui se croisent en un meme point 
quelconque de la surface, soient six plans tangents d'un meme 
cone du second degre. 

879. Pour indiquer des a present au moins une application des 
formules de M. Lelieuvre, supposons que la surface proposed (S) 
ait sa courbure constante et e*gale a - i. II faudra faire 1= i ? et 
Ton voit que c, c 1 ', c 11 satisferont a Tequation 



Ainsi, toutes les fois qu'une equation de la forme prdc^dente 
admettra trois solutions v^rifiant la relation 



eiies fourniront une surface a courbure 



constante. 
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D'autre part, les equations (82) nous donnent alors 

de tig 
5 ) Sf-dH ' 

1'ou Ton d&luil 

=/(), *=/i(P)- 

Ecartons le cas ou Tune des quantites e, g serait nulle, qui 
ions conduirait seulement a la sphere efc aux surfaces reglees 
maginaires applicables sur la sphere. On pourra des lors, en 
ihoisissant convenablement les parametres, reduire e et g a 
'unite; de sorte que Ton aura, en posant /== cos 2 to, les for- 
nules suivantes 

5^7 ) da- = da- -f- d$* 2 cos 2 u> da flfji, 

58} <^5 2 = <^a 2 -r- G?P 2 -|- 2 cosao) < 



pi sent d'accord avec celles du n772 [III, p. 379]. Pour obtenir 
'equation a laquelle doit satisfaire to, il suffit d'exprimer que la 
sphere a tine courbure totale egale a i, ce qui donne 

d- to 



5 9 ) 
Comme on a ici, en vertu de Tequation (Si), 

60) k / COS20), 

'equation (19) en 6 deviendra 

?20 

61) -T T77 = 6cos2w. 

' 



Telle est 1'equation qu'il faudra integrer si Ton veut r^soudre 
e probl&me de la deformation infiniment petite pour la surface a 
iourbure constante donne'e. 

880. Le lecteur se rappelle la longue etude que nous avons con- 
iacre'e a liquation aux derivees partielles (5g). Nous avons vu 
III, p. 4^2] que, si Ton considere le systeme 

(^to i c/tu 
"do" "^ do" 
bii ) < 

(<?(1>1 ^Ct> 

"3fT "" Jp " ! 
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[I permet de deduire de toute solution co de 1'equation (5g) une 
solution to, qui contiendra une constante arbitraire et verifiera 
encore la mme equation (5g). Nous allons montrer d'abord que, 
si Ton sail resoudre le probleme de la deformation infmiment petite 
pour la surface a courbure constante correspondante a la solution to, 
on saura resoudre le meme probl&me pour la surface correspon- 
dante a la solution co f , c'est-a-dire pour celle qui derive la premiere 
par la substitution de M. Bianchi. En d'autres termes (<), si Von 
sait resoudre I' equation (61) correspondante a La fonction to, 
on saura resoudre cette meme equation oil to serait remplac6e 
par to, . 

Remplacons, en effet, dans lesformules (62), to et to, respective- 
ment par to -f- 9 et to, -f- 9< ; et, developpant les deux membres des 
equations suivant les puissances de 9 et de 9 M bornons-nous a 
conserver les termes du premier degre' en 9 et 9^. Nous serons 
conduit aux deux equations lineaires 



(63) 



de OB 

S = (6j-h 6)006(0)!+ U)). 



filiminons 6, entre ces deux equations : en egalant les deux va- 

\2 A 

leurs de T 4; qu'elles peuvent fournir, nous aurons 



;Q = 9 COS 2 CO, 

dot d 



c'est-a-dire 1'equation (61). Si Ton eliminait de meme 9 ? on trou- 
verait 



f 1 ) M. C. GUICHARD est le premier qui ait etudi< les Equations aux d^rivees 
partielles de la forme (6r). Voir le Mmoire intitule : Sur ime classe particuliere 
donations aux derivees partielles dont les invariants sent egaux (Annalet 
scientifiques de HEcole Normale superieure, 3 serie, t. VII, p. 19; 1890), ainsi 
que celui qui a paru au meme Recueil et au meme tome (p. a33) sous le tilre : 
ftecherches sur les surfaces a courbure totale consta?ite et sur certaines sur- 
faces qui s'y rattachent. 
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c'est-a-dire 1'equation (61) ou to serait remplace par to,. Comme 
cTailleurs on pent toujours, lorsqne 9 est donne, de*duire, par de 
simples quadratures, la valeur de 9j verifiant les deux equations 
(63), on voit que toute solution de Pequation (61) fournira, avec 
nne constante arbitraire, une solution de 1'equation (64). On 
peut done e'noncer la proposition suivante : 

Lorsqu'on sail resoudre te probleme de la deformation infi- 
niment petite pour une surface a courbure constante, on salt 
le resoudre aussi pour toutes celles qu'on en derive par la 
transformation de M, Bianchi. 

Ce resultat etait evident par la Geome'trie. II nous a paru bon 
de le mettre en lumiere, On comprend ainsi comment le pro- 
bleme dela deformation infiniment petite doit de"pendre de 1'equa- 
tion (61). Car, si Ton considere une surface a courbure constante 
infiniment voisine de la surface proposed (S), to sera, pour cette 
surface, remplace'e par une fonction CD -f- 6 infiniment peu diffe- 
rente de w. En substituant to H- 6 a la place de <o dans Tequation 
(09) et se bornant aux termes du premier degre* en 9, on retrouve 
bien Fequation (61) ( H ). 

De la remarque que nous venons de faire, on peut deduire im~ 
mediatement trois solutions particulieres de 1'equation lineaire 

(61). Soit, en efTet, 

co = cp(a, P). 

Nous avons vu que, si a , [3 , m sont trois constantes, 
oj' = cp (i -hwi)a-*-a , 7r ~- PO 

I I ~T~ Tftf J 

sera encore une solution de 1'^quation (5g). En d^veloppant sui- 
vant les puissances de ces constantes, on aura 



d'ou 1'on voit, en se bornant aux termes du premier degre, qu'en 



( J ) La proposition precedente s'applique aussi aux transformations de MM. Lie 
et Backlund. 
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prenani pour 6 une des trois foactions 



on aura une solution de 1'equation (61). 

88'i. Nous terminerons ce Chapitre en indiqnant comment on 
pout obtenir des formulas analogues a celles de M. Lelieuvre 
quand les variables independantes auront ete choisies d'une ma- 
mere quelconque. 

Soient u et 9 ces variables et conservons toutes les notations 
dii Livre VII, Chapitre III [III, p. 242 et suiv.]. On peut toujours 
determiner des coefficients A ; A ; tels que Ton ait 



Lt les ibrmules analogues obtenues en soumettant x,y, z] c, c', c' r 
i une permutation circulaire. La multiplication de deux dekermi- 
nants nous conduit d'ailleurs a Fidentite 



d JL !?' dc " 

du du du 

dc dc r dc" 

I dv dv ~dv 



dsc dy dz 

du du du 

dx dy dz 

dv dv dv 



I O O 

D D' 






H 



r 



c'est-a-dire, en tenant compte des formules (4) [III, p. 248], 



(67) 



c c' c" 

dc_ dc' dc" 

du 'du da 

dc W d 

dv dv dv 



D'2 



aux 



Cela pose, multiplions liquation (65) par ^ et ajoutons-la 
deux equations qu'elle donne par une permutation circulaire. 
Nous trouverons, en tenant compte de la relation (67), 



(68) 



DH2 



D'2 
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En calculant de mme la valeur de A', on trouvera 



(69) A'= w 



D'2DD" 

Si Ton echange enfin u et 9 dans la formule (65), on pourra 
ecrire 



el les formules analogues en y et sj A" ayant pour valear 

("0 Aff = D'a^uD"" 

Si Ton suppose que u et y soient les parametres des lignes 
asymptotiques, A, A" deviennent nuls etl'onretrouve les formules 
(B 7 ) donnees plus haul. 

Effectuons dans les formules (65) et (70) la substitution definie 
par les equations 

(72) cv/x = e!, c'^A = ej, cVA = e 3 , 

elles se changeront dans les suivantes 

TV /^ ^ 3 ft ae 'A /fl ae * ft de ^ 

= JbJ ( 9 t) 3 -r ) J5 Do -T ua -r- 1 3 

* du du ] \ dv dv J 



ou 1'on aura 

(74) B=f, B'=f B"=^. 

Les d^rivees dey et de z s'obtiendront par des permutations 
effectuees sur 9< , 6 2 , 3 , de sorte que la surface sera d&finie par les 
formules suivantes 



(B") 
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Si nous determinons A en particulier par la condition 
,-j B' 2 -BB"=i, 

qui donne 

on. en substituant les valeors de A, A', A" 



9,, 9>, 9;j seront identiques aux quantites de meme determination 
qui figurent dans les formules (B). Mais, sans fixer des a pr&- 

xent la valeur de A, exprimons que les deux valeurs de -^j- ob- 

renues par la differentiation des deux equations (78) sont egales, 
nous serons conduits a la relation 



fl d 2 2 

- 03 ~ B 



d'ou il suit, en repe*tant le raisonnement employe au n 870, que 
1'on peut trouver une certaine fonction K telle que 9 < , 6 2 , 6 3 soient 
Irois solutions particulieres d'une equation de la forme suivante 



La fonction K variera suivant la valeur de X -que Ton aura 
choisie. Ellea une expression particulierement simple lorsqu'on a 
pris A egal a runite,c'est-a-direlorsque liquation prec^denteadmet 
c, c ; , d r comme solutions particulieres. En effet, si, apres Favoir 
multipliee par 9, Pon j remplace 9 par c, d, d' successivement, 
en ajoutant les trois equations ainsi obtennes, on trouvera 



ou encore 
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Lesvaleurs des trois sommes contemies dans cette relation se 
eduisent de la formule (82) [III, p. 249]. En les substituant 
insi que les valeurs de A, A', A", on trouve 

78) K=~ 

I et R' designant les rayons de courbure principaux (n 701). 

Remarquons que, dans tous les cas, Pequation (77) est celle 
jue Ton obtiendrait en egalant a zero la variation de 
iouble 



et que la surface (S^) correspondant a (S) avec orthogonalite 
des elements lineaires se trouverait ici definie par la formule 



ou co serait une solution quelconque de L'equation (77). 

Si it et 9 sont les parametres des lignes asymptotiques, on a 



Si, en outre, \ est definie par la condition (76), on a 

B'2 = I, 

ce qui permet de prendre 

B'=i, 

et Ton retrouve les formulas (C) ou a et {J seraient remplacees 
par u et v. 

Le lecteur pourra rapprocher les formules generales qui pre- 
c&dent de celles qui se trouvent dans le Memoire cit^ plus haut 
[p. 8] de M. Weingarten. Nous terminerons ce Chapitre en in- 
diquant une demonstration de ces formules qui en fera sans doute 
mieux comprendre la veritable origine. 
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882. Designons toujours par c, c', c" les cosinus directeurs de 
la normale, etemployons les caracteristiques del S pour definir les 
^'placements suivant deux directions conjugates quelconques. 
On aura les deux equations 



c dx -r- c 1 dy -r- c" dz = o, 
oc dx -r- 8c' dy -f- 6c /; <^-s = o, 



d'ou Ton deduit 



181) 



A etant une quantite finie. D'ailleurs, D, D', D^ayant la m^me si- 
gnification que plus haut, 1'equation 



ou 



(D du -t- 



( D' rfa H- D' ; 



exprimera que les deux directions definies par les caracteristiques 
del$ sont conjuguees. La relation precedente permet de poser 



de sorte que les formules (81) nous donnent 

- h (<r u -^ 
~- f '( c d -< d ^ 



La formule (26) [HI, p. 248] nous permettra d'aillcurs de d^- 
terminer A. On a ici, en verlu du systeme pre'ce'dent, 



c c' c" 

dc dc' dc" 

du du ~du 

dc M dc n 

dv dv "ST 



(D rfai-h 2 D' du dv 4- D 7 
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; qui donne, ea tenant compte de liquation (67), 

i __ DP" D'a - H2 

^~H " A HS ou A - DD"-TD'2 * 

11 ne reste plus qu'a stibstituer cette valeur de h dans les fer- 
ules (83) pour obtenir 1'equivalent des relations (B"), ou 8,, 8 2 , 
, designeraient c, c 7 , c /; . 
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CHAPITRE III. 

LES DOUZE SURFACES. DEVELOPPEMENTS GEOMETRIQUES 
SE RATTACHA1NT AUX PRECEDENTES SOLUTIONS. 

Etant donnees deux surfaces (S) et(SJ qui se correspondent avec orthogonality 
<fcs elements lineaires, au reseau des lignes asymptotiques de chacune de ces 
surfaces correspond, sur I'autre, un reseau conjugal a invariants ponctuels 
egaux. - On deduitdu premier couple deux nouvelles surfaces ( S) et (A) qui 
se correspondent, elles aussi, avec , orthogonality des Elements lineaires. 
Definition de (S):c'est 1'enveloppe des plans menes parlous les points de(S) 
perpendiculairement aux directrices de la deformation. On sail resoudre le 
probleme de la deformation infinimenl petite pour (S) lorsqu'on sait resoudre 
ce probleme pour (S). Les lignes asymptotiques se correspondent sur (S) 
ct sur (S). Reciproque : theoreme de M. Guichard. Relation geome"- 
trique entre Jes deux nappes de la surface focale d'une congruence rectiligne, 
ddns le cas ou les lignes asymptotiques se correspondent sur ces deux nappes. 
Proprie'tes qui rattachent la surface (A) a la surface (S t ) : les plans tangents 
aux. points correspondents sont paralleles et le systeme conjuguc commun a 
ses invariants ponctuels egaux, sur les deux surfaces. Reciproque : theoreme* 
de MM. Koenigs et Cosserat. Les trois re"seaux I, II, III formes par les lignes 
usymptotiques de (S), de (S,) et de (A) sont harmoniques deux a deux. 
Introduction de huit nouvelles surfaces qui, jointes aux quatre premieres, 
forment un ensemble de douze surfaces que I'on peut grouper deux a deux dc 
telle maniere qu'elles se correspondent avec orthogonalite des dlements 
lineaires, ou bien par plans tangents paralleles, ou bien par polaires reci- 
proques relativement a une sphere concentnque a 1'origine, ou enfin comme 
locales d'une meme congruence rectiligne sur lesquelles les lignes asympto- 
tiques se correspondent. Sur chacune de ces douze surfaces, les trois reseaux I, 
II,III deja signales sont, 1'un forme des lignes asymptotiques, 1'autre conjugue 
i invariants ponctuels egaux, le dernier enfin conjugue" a invariants tangeutiels 
egaux. Quand deux surfaces se correspondent avec orthogonality des ele- 
ments Imeaires, le systeme conjugue commun a ses invariants tangentiels 
egaux. Lorsque, sur une surface, unre*seau conjugue" a ses invariants ponctuels 
(ou tangentiels) egaux, le reseau conjugue qui lui est harmoniquea ses inva- 
riants tangentiels (ou ponctuels) e"gaux. 



883. Nous revenons au probleme de la deformation infinimenl 
petite pour developper les nornbreuses propriete's glomgtriques 
que Ton peut rattacher a la solution developpee dans le Chapitre 



LES DOUZE SURF\CES. 

>recedent. La surface (S) etant defame par les formules 



/(*-")*-($-$)* 



)u 9 i? 9o? QS sont des solutions d'une meme Equation aux derivecs 
jartielles 



2t sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale a la 
surface (S), nous avons vu que les fonctions les plus generates 3^ , 
^, z { verifiant la relation 

3) , dx dx\ -\- dy dy\. + dz dzi o 

sont determinees par les formules suivantes 



(4) 



ou co d^signe la solution la plus generale de Tequation (2). An 
n 8S6 nous avons deja etabli Texistence d'un systeme de relations 
de la forme 



(5) 



i dx = c dyi b dz^ , 
/ dy = a djSi c d&i , 



dz = 



entre les differentielles rf^r, rfy, dz; da^^ dy^ dz^. On determi- 
nera sans peine les valeurs de a, 6, c, qui sont 



(6) 



a = ? 

CO 



D. IV. 
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Je sorte que les formules(4) sont equivaientes aux suivantes 



dont nous ferons plus d'une fois usage dans la suite. 

Si nous eliminons a entre les deux premieres de ces equations, 
rns 



nous aurons 

d 
d 

ou, en developpanl, 

(Ma 
( 8 ) 



llest clair que y { et z\ v^rifient la meme equation. Done, sur la 
surface (S 4 ), a et ^ sont les parametres d'un systeme conjtigu^ et 
['equation ponctuelle relative a ce systeme conjugu6 a ses inva- 
riants egaux. Ainsi : 

Ouanddeux surfaces (S) et (S, ) se correspondent avec ortho- 
<fonaliti des elements lineaires, au reseau des asymptotiques 
de rune quelconque de ces surfaces correspond sur Vautre 
surface un systeme conjugue, et t' equation ponctuelle relative 
n ce systeme conjugue a ses invariants egaux. 

884. Reciproquement, supposons que Ton connaisse ? sur une 
suriace (S { ), un systeme conjugue dont 1'equation ponctuelle ait 
ses invariants egaux. Cette equation pourra toujours etre mise 
sous la forme (8). Les formules (^) nous fourniront ensuite des 
fonctions a, 6, c par des quadratures telles que la suivanle 



Puis, les relations (6) nous feront connai tre des fonctions ^ , 9 2 , 8 8 . 
Ces trois fonctions satisferont, on s j en assure aisement, a I'equa- 
tion 

(10) 
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par suite, en les substituant dans les formules (i), on obtiendra 
s surface (S) qui correspondra a (S,) avec orthogonalite des e*le- 
nts. On peut done e*noncer la proposition suivante : 

SI I' on connatt, sur une surface (S,), unsysteme conjugue 
nl r equation ponctuelle ait ses invariants egaux, on pour r a 
lerminer, par de simples quadratures, une surface (S) cor- 
\pondant a(S { ) avec orthogonalite des elements line air es et 
lignes asymptotiques de (S) correspondent aux deux fa- 
'lles du reseau conjugue trace sur (S/j. 

II faut meme remarquer que, comme les fonctions <7, 6, c sont 
terminees par des quadratures, la solution contiendra trois 
nstantes arbilraires, et Ton pourra ajouter aux Ibnctions 6,, 6 2 , 
la fouction to multiplied par des constantes quelconques. Cela 
v'ient, on s'en assure aisement, a composer les formules qui de- 
'minent(S) avec celles qui donnent un plan et qui correspondent, 
n plus a une deformation infiniment peiite de (S/), mais a un 
placement infiniment petit de cette surface (n 806). On peut 
nc dire que : 

A chaque reseau conjugue a invariants egaux trace sur une 
rface correspond une deformation infiniment petite parfaite- 
ent detenninee de cette surface. 

885. Revenons aux formules (5). En faisant passer tous les 
rmes dans le premier membre et remplacant les diflferentielles 
; r les fonctions, on est amene a considtrer la surface (S) lieu du 
>int (X, Y 7 Z) defini par les relations 







X = x 



Z = z bx-^^r ay 



\ Ton differentie ces valeurs de X, Y, Z en tenant compte des 
lations (5), on trouvera 



dY = O7j dc z 1 da, 
dZ = Yi da Xi ah. 



5 , 2 LIVRB VIII. CHAPITRE III. 

de sorle que Ton a identiquement 

, ,3 > dX.da + dV db +- dl dc = o. 



Cette equation, toate pareille a 1'equation (3), nous donne ime 
solution nouvelle du probleme de la deformation infiniment petite. 
La surface (S) lieu du point (X, Y, Z) et la surface (A) lieu da 
point (a, &, c) se correspondent, elles aussi, avec orthogonality 
des elements lineaires. Nous allons etudier les proprietes geome- 
triques qui rattachent cette nouvelle solution a Tancienne. Cher- 
chons d'abord a definir la surface (S). 

886. fitant donne*e la surface (S), menons par Tun de ses points 
(x 9 y,s) la directrice de la deformationj c'est-a-dire la droite 
dont les parametres directeurs sont # y^ z\ (n 852). La per- 
pendiculaire a cette directrice situe*e dans le plan tangent sera e"vi- 
demmetit definie par les equations 



ou X ? Y. Z d^signent pour un instant les coordonnees courantes. 
Ces equations, evidemment verifie'es quand on y rem place X, Y 7 Z 
par leurs valeurs deduiies des equations (i i), nous montrent done 
que cette perpendiculaire va passer par le point de (S) defini par 
ces equations (u). Nous allons montrer de plus qu'elle est, en cc 
point, tangente a (S). 

En effet, les formules (12) nous donnenl 1'identite 



= o, 



d'ou il resulte que la normale a (S) a pour parametres directetir.s 
JM, y\, z\ et, par suite, qu'elle est parallele a la directrice de la de- 
formation. Elle est done perpendiculaire a la droite definie par 
les equations (i4) 

D'apres ceia, si M designe le point (#, y,s)de (S),P le point 
correspondant (X, Y, Z) de (S), la droite MP est tangente en M 
a (S) et en P a (S). Le plan tangent a (S) en P est perpendi- 
culaire a la directrice de la deformation en M ; et, $i Von con- 
sidere la deformation infiniment petite de (S) definie par 



LES DOUZE SURFACES. 53 

Jes fo notions a, b, c, qui figu rent dans V Equation (i3), le plan 
tangent en M a (S) est perpendiculaire a La directrice de la 
deformation de (S) en P. On le voit, la relation entre (S) et 
(S) est reciproque. 

Les surfaces (S) et (S) s'ont done les focales de la congruence 
engendree par Ja droite MP. On peut aj outer encore une autre 
proprie*te essentielle: 

Les lignes asymptotiques se correspondent sur(S) et sur (S). 

Ce point resulte immediatement des transformations suhantes. 
Les formules (7) et (12), rapprochees les unes des autres, nous 
donnent des equations telles que la suivante 



Si done on pose 



on trouvera 



et les formules analogues en Y, Z. Ces relations sont toutes pa- 
reilles aux formules (i) et s'en deduisent en remplacant 6 i? 9 2 , 9 3 
par x\jy\ , z\ respectivement. Done a et j3 sont les parametres des 
lignes asymptotiques de (S) comme ceux des lignes asymptotiques 
de (S). On peut d'ailleurs verifier, bien que ce ne soit pas neces- 
saire, que x\,y\, z\ sont solutions particulieres d'une equation de 
la forme (2), qui est ici 



de sorte que Ton passe de (S) a (S) en echangeant 9 i5 6 2 , 6 3 , to 
en x\, y\, z {1 - Comme d^ailleurs, d'apres le theoreme de 

M. Moutard, on sait inte*grer completement liquation precedente 
lorsqu'on sait integrer 1'equation (2), on voit que Von saura re- 
soudre completement le probleme de la deformation infiniment 
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petite pour (S) des qu'on saura le resoudre pour (S), et re- 
ciproquement. 

887. On pent encore indiquer une des proprietes de la corres- 
pondence entre les deux surfaces (S) et (S) en disant qu'd tout 
svsteme conjugue trace sur I' une des surfaces correspond un 
systeme conjugue trace sur la seconde. Nous avons deja re- 
marque (n 600) que lorsqu'une correspondence point par point 
est etablie entre les points M et P de deux surfaces, le rapport 
anharmomque de quatre tangentes au point M de la premiere est 
egal au rapport anharmonique des quatre tangentes correspon- 
dantes au point P de la seconde. D'apres cela, supposons qu'a 
deux tangentes conjuguees de la premiere correspondent toujonrs 
deux tangentes conjuguees de la seconde : il sera necessaire que la 
correspondance subsiste lorsque ces deux tangentes conjuguees se 
confondront entre elles, c'est-a-dire se reuniront en une direction 
asymptotique. Et, reciproquement, si les tangentes asymptotiques 
se correspondent sur les deux surfaces, a deux tangentes con- 
juguees de Tune, c'est-a-dire a deux tangentes divisant harmoni- 
quement Tangle forme par les directions asymptotiqnes de la pre- 
miere surface, correspondront necessairement deux tangentes de 
Fautre surface divisant harmoniquement Tangle forme par les tan- 
gentes asymptotiques de cette surface, c'est-a-dire encore deux 
tangentes conjuguees. 

Par suite, a tout reseau conjugue sur la premiere surface cor- 
respond ra un reseau conjugne sur la seconde. 



La congruence des droites MP definies par les for- 
mulas (i4) jouit done d'une propri^te sur Jaquelle nous avons, 
a deux reprises deja, appele Pattention (n 8 483 et 765). Les asym- 
ptotiques se correspondent sur les deux nappes (S), (S) de la 
surface focale. Reciproquement, nous allons etablir avec M. Gui- 
chard (<) que toute congruence jouissant de cette proprie'te s'ob- 
tient par les methodes que nous venons de faire connaitre. 



(') GUIGBARD (C.), Determination des congruences telles que les lignes asym- 
ptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface focale ( Comptes 
rendus des seances de I'Academie des Sciences, t. CX., p. 126; Janvier 1890). 
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Considerons, a cet eflfet, une telle congruence et prenons pour 
variables independantes les parametres des lignes asjmptotiques 
sur les deux nappes de la surface focale, nappes que nous desi- 
gnerons encore par (S) et par (S); elles seront respectivement 
definies par des formules telles que les suivantes : 



oft Q j, 63, 83 sont solutions particulieres d'ime equation de la forme 
suivante 



et ou c- 1? or 2 , <7 3 satisfont a une autre equation de forme analogue 



On aura d'ailieurs, en designant par p un facteur de proportion- 
nalite, les relations 



X-37 = Y y = 

- " * 



0*3 9j 6jO"2 ffj 6 



_ 



par lesquelles on esprime que la droite de la congruence est tan- 
gente aux deux nappes (S), (S). 

Differentions par rapport a a ['equation 



obtenue en egalant a p le premier rapport. LI viendra, en rem- 

j- 7 ~- 



plagant j- 7 ~- par leurs valeurs de"duites des formules (19) et (20). 



14 

Multiplions par 6 4 et ajoutons liquation ainsi obtenue a celles 
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que Ton obtient en effectuant des permutations circulaires sur les 
indices i ? 2, 3. Nous aurons 

A = pA', 

A et A' designant, pour abreger, les deux determinants 



Multiplions maintenant liquation ( 24 ) par a-, et op^rons de mme : 
nous aurons, cette fois, 

A'=pA. 
II faut done que Ton ait 

a moins que les deux determinants A, A' ne soient nuls. Mais alors 

on aura it f 



dx fy dz _____ 

en repetant un raisonnement analogue sur la variable (3? il fau- 

drait joindre a ces deux equations les suivantes j 



Envertudeces quatre dernieres relations, les deux surfaces '(S) 
et (S) auraient leurs normales constamment parall&les, ce qui est 
absurde. 

On doit done supposer 

p=i; 

et, comme il est permis de changer le signe de tous les <r ou de 
tous les 6, on fera 

p= i. 

L'equation (24) deviendra done 
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II re"sulte de la que, si jx designe une fonction auxiliaire, 6/ et 07 
satisfont a Fequation 



pour = i, 2, 3. 

En operant de mme pour la variable [3, on verra que les memes 
fonctions satisfont a liquation analogue 



Diff^rentiant Tequation (26) par rapport a p et tenant compte 
des relations (21), (22), (26), nous trouvons 



ou 



et, par suite, 

(27) A Rt'-jf=o, *,- W '*^=o. 

La differentiation 4e 1'equation (26) par rapport a a nous 
conduirait de mme aux relation* 

(28 ) Ar-^-^^o, Ai-^'H-^^o. 

La comparaison des equations ainsi obtenues, i 27) et (28), nous 
donne 



oe qui permet de poser, co ^tant une fonction auxiliaire, 

i ^o> , i do> 

W. = -r > Lt = -T75" 

r r 



/ \ 
(29) 



II vient ensuite 

\t>/ 



Le reste du calcul s'acheve sans difficulte et nous fournit la 
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solution a laquelle nous avait conduit le probleme de la defor- 
mation infiniment petite. 

889. En etudiant un cas particulier des congruences pre"ce- 
denles, nous avons rencontre* (n 763) une relation entre les 
courbures des deux nappes de la surface focale que nous allons 
maintenant generalises 

Si nous designons par c, c', c" les cosinus directeurs de la nor- 
raale a (S), par R et R' les rayons de courbure principaux de cette 
surface, nous avons vu (n os 870 et 873) que Ton a 



Si c n c",, c], R 1? R< designent les monies grandeurs pour la sur- 
face (S), nous aurons de me'me 



<3i) cri^c-RjR;, ff^c'-Kitti, cr s = cj - RI R'i - 

Lesformules(23)nousdonnent, p devant y tre remplace* par i^ 
des relations telles que la suivante 

X - x = v^^RR 7 V^RTRT (c'cj - c\ c"}, 
d'ou Ton deduit pour le segment focal MP 1'expression 



V designant Tangle des plans focaux. Elevant au carre, nous obte- 
nons la relation 

(3a) MP* = RR f R 1 R' 1 sin*V 

comprenant comme cas particulier celle que nous avons obtenue 

aun763( 1 ). 



C 1 ) Dans des Notes prtSsentees en 1894 ^ 1'Academie des Sciences, M. A. 
Demouiin et M. E. Cosserat se sont occupes recemment de cette relation, si- 
gnatee en premier lieu par Ribaucour dans son fitudc des tflassoides, demontree 
ensuite par M. Bianchi dans le Memoire insere au t. XVIII, 2 se"rie, des Annali 
di Matematica pura ed applicata et intitule : Sopra.alcune nuove classi di 
superficie e di sistemi tripli ortogonali. M. Demouiin Pa de'raontre'e de nouveau 
par une methode elegante et M. Cosserat a (kabli qu'elle constitue une pro- 
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890. Apres avoir etudie la surface (S) passons a la surface (A), 
lieu du point (a, 6, c), qui correspond a (S) avec orlhogonalite 
des elements lineaires* II resulte immediatement des formules (6) 
que le rayon vecleur de(A.) est parallels a la normals de (S), 
etdes formules (7) quW/e correspond a (S f ) avec parallelisms 
des plans tangents. 

Ces formules (7) expriment, en effet, que ? sur les deux sur- 
faces (A) et (Si ), les tangentes aux courbes de parametre [3 et aux 
courbes de parametre a sont constamment paralleles. De la re- 
suite la propriel^ annonce*e et Ton volt de plus que les deux fa- 
milies de courbes de parametres a et (3 sont conjuguees a la 
fois sur les deux surfaces. Nous retrouvons la correspondence 
par plans tangents paralleles si souvent employee dans les Livres 
precedents [II, p. a34 el suiv.]. Ce qu'il importe de niettre en 
lumiere, ce sont les caracteres distinctils du cas special que nous 
renconlrons ici. 

Nous pouvons faire d'abord la remarque suivante : les lignes de 
parametres a et (3, qui correspondent sur (A) aux lignes asjmpto- 
tiques de (S), correspondent par cela meme aux lignes asympto- 
tiques de (%) et doivent former par suite, sur (A), un reseau con- 
juguedont Tequation ponctuelle ait ses invariants egaux (n 883). 
Ainsi, sur (A) et sur (Sj ), les deux systemes cotijugues formes 
des courbes de parametres a et (3, courbes dont les tangentes 
correspondantes sont paralleles, ont leurs invariants ponctuels 
egaux. Au reste cette proposition se ve" rifle immediatement a 
1'aide des formules (7); car si Ton elimine successivement a 
entre les deux equations 

,^ QN dvi da 

(o3) _=__, 



priete caracteristique des congruences dont nous nous occupons ici. M. E. 
Waelsch 1'a ratlachee, avec d'autres propnetes, a la tlieorie que nous lui devons 
des invariants projectifs pour les congruences rectilignes. 

Voir A. DEMOULIN, Sur une propriety metrique commune a trois classes 
particulieres de congruences rectilignes (Comptes rendus de I'Academie des 
Sciences, t. CXVIII, p. 242). 

E. COSSERAT, Sur des congruences rectilignes et sur le probletne de Ribau- 
cour (meme tome, p. 335). 

E. WAELSCH, Sur le premier invariant dijfe'rentiel projeciif des congruences 
rectilignes (meme tome, p. 786). 
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on obtient, dans Tun et 1'autre cas, une equation line'aire du se- 
cond ordre a invariants egaux. 

Examinons maintenant les propositions ge'ometriques qui se 
rattachent a cette notion purement analytique de I'egalit^ des 
invariants. Et, pour cela, considerons d'abord les systemes tels 
que le suivant 

dx\ i da dcci da 

qui convient a la correspondance la plus generale par plans tan- 
gents paralleles entre deux surfaces : (Si), lieu du point (x { ,y^ 3,) 
et (A), lieu du point (a, &, c). Le systeme (33) s'en deduira en 
supposant 

Parmi les elements ge'ometriques qu'il convient d'associer anx 
surfaces (A) et (Si), nous signalerons en premier lieu le suivant. 

Par les differents points de 1'une des surfaces, de (S,) par 
e\emple, menons des paralleles aux rayons vecteurs correspon- 
dants de (A). Ces droites engendrent une congruence (G). Nous 
savons deja (n 426) que les developpables de cette congruence 
correspondent aux courbes du systeme conjugue commun. Au 
reste,on le verifieimme'diatementcommeil suit. Les deuxpointsF, 
F< , definis par les formules 

j 

Z = Z\ AC, ( Zj = Z\ (J.C, 

sont evidemment situes sur la droite de la congruence; et ils de- 
crivent, le premier lorsque a varie seul, le second lorsque (3 
varie seul, des courbes tangentes a cette droite. Ges deux points 
F, F, sont done les points focaux situe*s sur la droite de la con- 
gruence; etles developpables de cette congruence correspondent 
aux courbes de parametres a et p. De plus, si M< de*signe le pied 
(^i? y\i ^0^ e ^ a droite sur (Si), on a, cTapres les formules prece*- 
dentes, 

'37) M=-, 
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Par suite si, comme il arrive dans les formules (33), on a 
}, = p., le point A!* sera le milieu du segment FF i el la sur- 
face (S i ) sera ce que nous avons appele (n 260) la surface 
moyenne de la congruence (G). 

On pourrait substituer a la congruence (G) la congruence (G''i 
formee par les droites qui joignent les points correspondants 
de (A) et de (S< ). Le lecteur demonirera aisement que les points 
focaux de chaque droite de cette congruence divisent Harmon i- 
quement le segment forme* par ces points correspondants. Getlr 
proposition comprend meme la prec^dente comme cas particulier : 
il suffit de supposer que la surface (A) grandisse indefiniment en 
demeurant homothetique a elte-meme. 

891. Revenons a la congruence (G). Si 1'on remarque que le 
rayon vecteur de (A) est parallele a la normale au point corres- 
pondant de (S), on voit que la congruence est susceptible d'unr 
nouvelle definition : elle est engendree par nne parallele a la nor- 
male en un point quelconque de (S), cette parallele etant menee 
par le point correspondant de (S{). Les resultats precedent 
peuvent done s'enoncer comme il suit : 

Si deux surfaces (S) et (84 ) se correspondent avec orthogu- 
nalite des elements lineaires, la droite menee par im point de 
Vune (S< ) 7 parallelemenl a la normale au point correspondant 
de V autre (S), engendre line congruence dontles developpablex 
correspondent aitx Lignes asymptotiques de (S) et dont la sur- 
face moyenne est la surface (S< ). 

En d'autres termes, la representation spherique des deve- 
loppables de la congruence est identique a celle des lignes 
asymptotiques de la surface (S) ; et : par suite, les plans focaux 
relatifs a chaque droite de la congruence sont perpendiculaires 
aux tangentes asymptotiques de la surface (S), construites 
pour le point de (S) qui correspond a cette droite de la con- 
gruence. 

C'est la proposition de Ribaucour, deja demontree par la Ge'o- 
metrie au n 861. 

892. On voit que les developpables de la congruence (G) inter- 
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ceptent sur la surface moyenne (S<) le reseau forme des courbes 
de parametres a el 4 S, c'est-a-dire un reseau conjugue. Proposons- 
nous, a\ec M. Cosserat ('), de definir toutes les congruences rec- 
tilii;nes jouissant de cette proprigte. Cherchons meme d'une ma- 
mere plus generale, avec M. Kcenigs, toutes les congruences dont 
les developpables interceplent sur deux surfaces (S) et (T) des 
reseaux eonjngues et qui sont telles en outre que les points focaiix 
de chaque droite divisent harmoniquement le segment de cetle 
droite compris entre les deux surfaces (S) et (T). 11 suffira en- 
suite de supposer que la surface (T) se reduit au plan de 1'infini 
pour obtenir les congruences plus particulieres que nous avons 

en \ue. 

Or, nous avons deja consicle're les congruences don ties develop- 
pables interceptent sur deux surfaces (S)et(T) un reseau conjugug 
et nous avons vu (n 422) que, si Ton designe par a et [3 les para- 
metres des developpables, les coordonnees homogenes #, y, 5, l 
et a, 6, c, h des points M et P ou la droite de la congruence 
coupe (S) et (T) peuvent etre choisies de maniere a satisfaire 
a des equations de la forme 



da 



dy , db 

f- -f- A -- =o, 

dy. da 

dz , dc 

T -T- A =0, 

dy. dy. 
dt , dh 

r A - = O, 

' 



(39) 



dx 
dy 

dz 
dff 
dt 



da 



i d ~ =o 

dc 

1 d% " ' 
dh 



II est clair ici que les points focaux de la droite MP sont defi- 
nis par des equations telles que ies suivantes 



et correspondent, le premier aux developpables de parametre p, 
le second a celies de parametre a. Par consequent, le rapport 



(*) COSSERAT (E.), Sur les congruences de droites et sur la the'orie des sur- 
faces (Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, p. N.I; 1893). 
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anharmonique des deux points focaux et des points M et P sera 
egal au quotient de X par p.. Done, pour que ce rapport soit egal a 
i, il faudrait que Ton ait 



Des lors, les equations ponctuelles relatives aux syst ernes con- 
jugues traces sin* (S) et sur (T) seront a invariants egaux, 
puisqu'on obtiendrait ces equations en eliminant, soit 37, soit a 
entre les deux suivantes 

, , x dx . da dx , da 



La question que nous nous proposions est ainsi completement 
resolue. 

Pour revenir an cas particulier ou (T) se re'duit au plan de 1'in- 

fini, il faut fa ire 

h = o ; 

alors les deux dernieres formules (38) et (3g) donnent 

t = const. 

On pent prendre t = i ; alors les equations (38) et (89), ou x, y, z 
deviennent les coordonnees ordinaires, et ou Pon a p A, repro- 
duisentle systeme (7). On obtient done la proposition suivanle 
due a M. Cosserat (M : 

Les congruences dont les developpables decoupent sur la sur- 
face moyenne(Si) un reseau conjugue ont mme representation 
spherique de leurs developpables que les lignes asymplotiques 
d'une autre surface (S) qui correspond a la surface moyenne 
avec orthogonalite des elements lineaires. 

893. On pent, sans avoir recours a une congruence auxilialre, 
indiquer d'autres proprietes caracteristiques du systeme (33). 
Designons par M i et par A deux points correspondants sur les 



( J ) Pour la generalisation que nous en avons donne*e, on pourra consulter une 
Note de M. KoENias*: Sur les systemes conjugues a invariants egaux (Comptes 
rendus de I'Academie des Sciences, t. CX1II, p. 1022; 1891). 
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surfaces (S 4 ) et (A). Soient (fig. 82) M, 1, M< u les tangentes aux 
courbes de parametres a et p sur (S^; A*', A^ les tangentes aux 
courbes correspondantes de (A), tangentes necessairement paral- 
leles aux premieres. A une direction arbitraire M 4 h de la premiere 
surface correspondra non plus la direction parallel e A k' de la se- 



Fig. 82. 





conde, mais la conjuguee harmonique A A 7 de cette direction par 
rapport aux deux tangentes Az', Az/; de sorte que, a deux direc- 
tions Mi A, Mi A", divisant harmoniquement Tangle des tangentes 
M^, Mi/, correspondent, mais en sens inverse, deux directions 
paralleles dela seconde surface. 

Analytiquement, cette propriete correspond a la transforma- 
tion suivante que 1'on pent faire subir au systeme (7). Ecrivons-le 
comme il suit 



dxi dx { I 

-- :_ n _^ ~ _ W 2 / 

dx d$ \ 



da da 
-- n 

dot, d 



m -- n -T-r- = 



f da da\ 
co 2 ( m - h n -r~ - 
\ dy. d$J 



En prenant comme nouvelles variables les parametres des deux 
families de courbes definies par la double equation differentielle 



on lui donnera la forme 
(40 ^1 = 



da 
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dont Interpretation geometrique fournit la proposition deja ob- 
tenue. 

894. Cette proposition comprend comme cas particulier la sui- 
vante : 

Les lignes asymptotiqaes de Vune quelconque des surfaces 
(A) et (S,) correspondent a un systeme conjugue trace sur 
I'autre surface, 

que Ton peut verifier comme il suit. Ecrivons Inequation differen- 
tielle des lignes asymptotiques. Si Ton pose, pour abreger, 



da da d^a \ 
5a dS 



I' 



da da 



et, si Ton tient compte du systeme (7), on trouvera que les lignes 
asymptotiques de (A) sont definies par Tequation differentielle 



(43) 

et celles de (Si) par la suivante 
(44) L<fa* 

et de ce resultat analytique decoule la proposition annoncee. En 
effet, sur une surface qnelconque ou les coordonnees d'un point 
seraient des fonctions de a et de (3, les equations (43) et (44) d^- 
finissent deux reseaux de courbes telles que les tangentes aux 
courbes du premier divisent harmoniquement Tangle des tangentes 
aux courbes du second. Nous rencontrerons souvent cette relation 
dans la suite de ce Chapitre et nous dirons cp.i'alors les reseaux 
se^divisent harmoniquement. Par exemple, un reseau conjugue 
divise harmoniquement le reseau des asymptotiques et vice versa. 
Si les equations precedentes sont privies du terme en dadfi, c'est 
que les asymptotiques divisent harmoniquement le reseau con- 
jugue forme des courbes de param&tres a et (3. 

D'apres cela, considerons les trois reseaux delinis par les equa- 
tions 

(I) 

(II) 

(III) 

D. IV. 
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Sur chaque surface ces trois reseaux se divisent harmonique- 
ment. Sur la surface (S) le premier est forme des lignes asympto- 
tiquesj les deux autres sont conjugues. Sur la surface (S,) le sys- 
teme it donne les lignes asymptoliques; I et III definissent des 
reseaux conjugues. Enfin, sur la surface (A) les systemes I et II 
sont conjugues, le systeme III est compose" des lignes asympto- 
liques. 

895. Pour obtenir des rSsullals plus complets encore/ nous 
sommes conduit a adjoindre aux qualre surfaces (S), (S,), (S), 
i A) deux nouvelles surfaces (S 4 ) et (A, ) qti'on definira de la ma- 
mere suivante. 

La relation entre (S) et (S,) etant parfaitement reciproque, on 
pent faire corresponds au systeme (5) le suivant 



bi dz, 

dyi = a\ dz Ci dx^ 
dz\ = b\ dec #1 dy, 

que Ton en deduira par 1'echange de x\, y\ , z\ en ^?, y, z. D'apres 
cela, si Ton introduit, comme au n 885, les nouvelles variables 
definies par les formules 



X 1? Y i} Z { seront les coordonnees d'un point P i decrivant une 
surface (S^ dont la relation a (S { ) sera la me'me que celle de (S) 
a (S). C'est-a-dire que (S { ) et (Si) seront les deux surfaces fo- 
cales de la congruence engendree par la droite qni joint leurs 
points correspondants; a tout systeme conjugue trace sur (S^) 
correspondra un systeme conjugue' sur (S<); et, de plus, les Equa- 
tions (46) nous donneront par la differentiation les suivantes 



d'ou Ton deduit 

(4) ^Xi dai-+- dYi db^-^r dZi dc^ = o. 



LES DOUZE SURFACES. 67 

Ainsi la surface (S 4 ) correspond a la surface ( A< ) avec ortho- 
gonalite des elements lineaires. Remarquons que, si Ton echange 
(S) et (S^, il faut, pour conserver les relations geometriques, 
echanger (S) et (S<), (A) et (A<). 

896. Mais les surfaces (A) et (A 4 ) sont liees par une relation 
geometrique des plus remarquables. Elles sont polaires reci- 
proques rune de I'autre par rapport a la sphere de rayon 
Y' i ay ant pour centre Vorigine des coordonnees. 

Si Ton porte, en effet, les ^ 7 aleurs de dx^ dy^ dz\ tirees des 
formulas (4^) dans les Equations (5) en tenant compte de la re- 
lation evidente 

a dx +- b dy -h c dz = o, 
il vient 



({9) aai +- bbi-+- 

D'autre part, si ; dans la relation 

<%i dx -4- b\ dyi -}- GI dzi = o, 

on remplace les derivees de .2^, y^ z { par leurs valeurs deduites 
du systeme (7), il vient 

da , db dc da , db dc 



d'ou Ton deduit 

(5o) a-i da -4- b db -+- GJ dc = o. 

Cette relation differentielle, rapprochee de requatioii (4g), 
acheve de demontrer la proposition que nous avons enoncee. Re- 
marquons d'ailleurs que, les deux surfaces (A) et (Aj) 6tant po- 
laires reciproques 1'une de Tautre, il y a correspondance entre 
feur*s lignes asymptotiques et leurs reseaux conjitgues. 

La relation entre les surfaces (A) et (A { ) se deduit encore tres 
simplement des remarques suivantes. 

En vertu de la relation d'orthogonalit6 

dx dxi 4- dy dy t + dz dz^ = o, 

il existe une droite (D) dont les coordonnees (n 139) sont 
d&i, dyi, dzij dx, dy, dz, 
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et les formules (5) expriment que cette droite passe par le 
point (0, b, c). Cette droite, ayant ses cosinus directeurs propor- 
tionnels a dx^ dy^ dz { , est necessairement tangente a la sur- 
face (A) dScrite par le point (a, b, c). 
Pour le m^me motif, la droite (D { ) dont les coordonn^es som 

doc, dy^ dz, <&?i, dy^ d&i, 

est tangente a la surface (A<) lieu du point (a l5 b^ c^)- Et, comme 
les deux droites (D), (DO so nt polaires reciproques par rapport a 
la sphere de rayon i admettant pour centre Torigine des coor- 
donnees, il doit en etre de mme des surfaces (A) et (AO- 

897. Nous avonsd^jk six surfaces (S), (SO, (S), (^), (A), (A^). 
Mais nous pouvons continuer Tapplication de notre methode de 
deduction et nous allons obtenir six nouvelles surfaces. 

La relation difFerentielle (i3) peut etre remplac^e par le sys- 
teme (12); mais elle peut Tetre aussi par le suivant 

da = Z 3 dY Y 3 <^Z, 
db = X 3 d'L Z 3 <aX, 

ou X 3 , Y 3 , Z 3 designent des fonctions auxiliaires, et qui est nou- 
veau, Operant comme au n 885, on introduira les fonctions 

3 = a Z 3 Y -4- Y 3 Z, 



qui conduisent a la nouvelle relation 

( 53) da 3 ^X 3 -h db z ^a-H dc z d1 z = o, 

tout a fait semblable a celles, (i 3) et (48), qui ont te deja deduites 
de la relation fondamentale (3). Mais ici il se presente une cir- 
constance nou^elle : on peut obtenir algebriquement les valeurs 
de X 3) Y 3 , Z 3 et, par suite, celles de <z a , b^ c 3 . 
On deduit, en effet, du systeme (5i), la relation 

(54) X 3 da -4- Y 3 db -H Z 3 dc = o, 

et, si on la compare a liquation (5o), on voitque X 3 , Y 3 , Z 3 sont 
proportionnels a a 4j b^ c { . 
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D'autre part, de me*me que la comparaison des systemes (5) 
el (45) nous avait montre que (A), (A,) sont polaires reciproques, 
de meme la comparaison des systemes toutsemblables (12) et (5i) 
nous montre que la surface (S 3 ) lieu du point (X 3 , Y 3 , Z 3 ) et la 
surface (S<) sont aussi polaires reciproques . On a done 



(55) X 3 a7j4- YsjKi-t-Zs^-t-i = o; 

et, comme X 3 , Y 3? Z 3 sont proportionnels a a { , b^ c i? on a 



/56) -- 3 = 3 = ~ 3 = 

^ ' 



Portant ces valeurs dans les formules (5a), on trouve 



On a done deux nouvelles surfaces, (S 3 ), deja definie, et (A 3 ), 
lieu du point (a 3 , 6 3 , c 3 ), qui se correspondent encore avec ortho- 
gonalite des elements lin^aires, en vertu de la formule (53). 

Les formules analogues 



/*Q\ ^ 2 ^2 ^2 

< Do ) - = -7- = = 



7- -- j - 

be ax ->r by -T- cz 



definiront de me*me deux nouvelles surfaces (A 2 ) et (So)? donnant 
naissance aux systemes 



(60) < db = X 2 cLTLi Z 2 6?Xi, (61) 

r a$= &i ZaYi-4-YoZi, 
* t> 2 = bi XgZj-i-ZoXi, 



g Zj 



et a la nouvelle relation 
63 ) & 2 ^X 2 

On peut continuer encore et remplacer cette relation par le 
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s\steme 

( 6^ i 



qu 



(65, 



i conduit a introduire les nouvelles variables 



^ 2 = Z 2 



etdonne deux nouvelles surfaces, (S 2 ), lieu du point (^ 2? j 2j ^ 
et (S a ), Heu du point (# 8 ,^3, ^s)- La differentiation donne encore 



I 66 , 



dy* 



et, de la, on deduit la nouvelle relation 
( 67 i flfoa 



= o. 



Mais ici il faut s'arreter. Le cycle est ferme. Si Ton calcule, par 
un precede analogue a ceux qui ont ete employes, les valeurs de 
3? on a 






/68) = = = = = --= 

( } %i yi JSi x y z 

de sorte que ces equations ne changent pas si Ton echange les 
indices 2 et 3, o et i. Par suite, si Ton voulait continuer 1'appli- 
cation de notre methode a la relation (53), on retrouverait les 
deux surfaces (So) et (S 3 ). 

On verifiera aisement les relations 



(69* 



toutes pareilles au systeme (66). 

Ainsi se trouve constitue 1'ensemble des douze surfaces 

IS), (SO, (2), (A), (St), ( Al ), (S 8 ), (A,), (2 2 ), (A,), (S 2 ), (S 3 ), 
que nous avions annonce. On pent les grouper comme il suit : 
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Couples de surfaces qui se correspondent point par point. 



i a vec orthogonal ite -2 par plans 
des tangents 


elements 


lineaires. 


paralleles. 


(S), 


(Sj); 


(A), (SO; 


(A), 


(S); 


(Ai), (S); 


< A t ), 


(Si>; 


(S), rs 3 ); 


(A 2 ), 


(S 2 ); 


(S t ), <S 2 ); 


(A 3 ), 


(S 3 >; 


(S 2 ), (A 3 ); 


(S 2 ) ? 


(S 3 ); 


(S 3 j, (A 2 ); 



4 comme focales 

3 par polaires d'une nieme 

reciproques. congruence rectiligne. 

i)' (Sj, (S); 

31; (Sji, (S t ;; 

2 ): <A), i A 3 ); 

3 ): ' AI K ( A 2 j; 

' , . i v \ ,' Q \ - 

1 * * ' -*3 n ' ^S / i 



( A), 
IS,), 
(Sj, 



Ce Tableau conduit a un grand nornbre de consequences. Nous 
aliens le compleler par le suivant. 

Les trois reseaux que nous avons designes par les n os I, II, III, 
qui sont harmoniques et qui son! formes respeclivement des 
lignes asymptotiques de (S), de(Sj) et de (A), seretrouvent surles 
douze surfaces. Nous avons vu que le sysleine III correspond a un 
reseau conjugue sur (S) et sur (S,). D'apres le Tableau precedent, 
il correspondra encore a un reseau conjugue sur les polaires reci- 
proques (S 2 ) ? (S 3 ) de ces surfaces aussi bien que sur(S), (2 4 ) qui 
leur correspondent comme focales d'une mme congruence recti- 
Jigne. Considerons en particulier (Sj, (S 3 ) ou (S { ), (S 2 ) qui se 
correspondent par plans tangents paralleles. Nous avons vu 
(n890) que les reseaux conjugues commtms correspondent a une 
equation ponctuelle dont les invariants sont egaux. D'apres cela, 
le systeme III, qui correspond sur (S 2 ), (S 3 ) a des reseaux con- 
jugues ayant leurs invariants ponctuels egaux, donnera necessai- 
remeiit, sur les polaires reciproques, des reseaux conjugues dont 
1'equation tangentielle aura ses invariants egaux. Ainsi : 

Lorsque deux surfaces se cw respondent avec orthogonality 
des elements lineaires, nous avo?is vu que les lignes asympto- 
tiques de chacune correspondent sur V autre a u?i reseau con- 
jugue dont les invariants ponctuels sont egaux. Nous recon- 
naissons de plus que le systeme conjugue commun aux 
deux surfaces a ses invariants tangentiels egaux et que Les 
trois reseaux sont en relation harmonique. 

D'apres cela, les systemes I, II, III correspondent, sur chacune 
de nos douze surfaces, au reseau des asymptotiques, a un reseau 
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conjugue ajant ses invariants ponctuels e*gaux, a un reseau con- 
jugue ayant ses invariants tangentiels egaux, d'apres laloi indiquee 
dans le Tableau suivant : 







LE SYSTKME 






I 


II 


III 


i 

Reseau des asympto- 


(S), (S), (S 2 ), (SJ 


EST 

(S,), (S,), (S 3 ), (S a ) 


(A), (A t ), (A ), (\ ) 


Reseau conjugue a in- 
variants ponctuels 
egaux pour 


(S,), (A), (S,), (A,) 


(S), (A,), (S a ), (A 3 ) 


(S), (S), (S ), (2 \ 


Reseau conjugue a in- 
variants tangentiels 
gaux pour 


(S,), (S,), (A t ), (A 3 ) 


(S), (SJ, (A), (A,) 


(S), (S,), (S ) t (S 1 











On voit que la theorie des systemes conjugues a invariants 
egaux se confond avec celle de la deformation infiniment petite. 
Nous nous contenterons cPindiquericila consequence suivante des 
theoremes que nous venons de demontrer : 

Lorsque, sur une surface, un reseau conjugue a ses inva- 
riants ponctuels (on tangentiels) egaux, lereseauconjuguequi 
lai est harmonique a ses invariants tangentiels (ou ponctuels) 



Et nous re"serverons les developpements geometriques pour le 
Chapitre suivant. 
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CHAPITRE IV. 

TRANSFORMATIONS DIVERSES. INVERSION COMPOSES. 

Les six couples de surfaces qui se correspondent avec orthogonalite des elements 
lineaires. Theoreme et construction de Ribaucour. Quand on sait resoudre 
le probleme de la deformation infmiment petite pour une surface donnee, on 
sail resoudre ce meme probleme pour toutes les surfaces homographiques et 
correlatives. Demonstration de ce theoreme general pour les homographies 
qui conservent le plan de 1'infini; pour la transformation par polaires re"ci- 

proques relative au paraboloide defim par 1'equation s = : Ces deux 

cas particuliers entrainent le theoreme general. Definition de I s inversion com- 
posee : sa proprie"t6 fondamentale. Quand on sait resoudre le probleme de la 
deformation pour une surface (S), on sait aussi le resoudre pour toutes celles 
qui en derivent par 1'inversion composed. L'iaversion composee rattach.e 
aux notions relatives aux formes quadratiques dont les coefficients sont con- 
stants. 



D'apres les resultats que nous avons etablis au Chapitre 
precedent, on voit que, si Pon connait deux surfaces (S), (Si) 
qui se correspondent point par point avec orthogonalite des ele- 
ments lineaireSj on pourra en deduire, par de simples operations 
algebriques, cinq autres couples qui seront forme's de surfaces se 
correspondant Pune a 1'autre de la mme maniere que les deux 
premieres. 

Si nous rangeons ces couples dans Pordre suivanl 

(SUSO; (S),(A); (S,),(A 8 ); 
(S a ),(S s ); (A 2 ),(S 2 ); (AiMSi); (S),(SO, 

on reconnait que chacun d'eux se d6duit de celui qui precede 
toujours par la m^me operation, celle qui nous a permis, ^tant 
donne le couple (S), (Si), d'en de"duire le suivant(S), (A). II 
semble, a la vdrit^, que, la relation entre deux couples consecutifs 
e"tant parfaitement r^ciproque ? cette operation, applique'e sans 
modification a chaque couple, devraitredonnerle precedent; mais, 
comme elle depend de 1'ordre des surfaces qui composent le 
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couple, il suffit de changer cet ordre pour obtenir le couple qui 

suit. 

On peut interpreter geometriquement les formules que nous 
avons donnees et qui permettent de passer de chaque couple au 
suivant. Mais la construction a laquelle on est ainsi conduit prend 
un enonce plus simple, si Ton substitue aux couples de surfaces 
qui se correspondent avec orthogonalite des elements lineaires les 
couples, formes de surfaces applicables, qu'on peut leur associer 
d'apres la methode dti n 854. Pour cela, portons a partir de 
chaque point M de la surface (S) (fig. S3), et sur la directrice de 



Fig. 83. 




a'/ 



la deformation relative a ce point, c'est-a-dire sur la parallele au 
rayon vecteur correspondant de (S^, des longueurs Ma, Ma', 
egales et de sens contraires, proportionnelles au module de la 
deformation, c'est-a-dire egales au rayon vecleur de (S,) mul- 
tiplie par la constante /r, les deux surfaces (U), (U ; ), lieux des 
points a et a! seront applicables Tune sur 1'autre. Operons de 
meme pour la surface (S), au point P qui correspond a M; c'est- 
a-dire prenons, sur la droite parallele au rayon vecteur corres- 
pondant de (A), des segments egaux P6, P6' dont la longueur 
commune soitegale ace rayon vecteur multiplie par la constante k' : 
nous obtiendrons un nouveau couple (V), (V) forme des sur- 
faces lieux des points b et b f qui seront, elles aussi, applicabies 
Tune sur Fautre. D'apres les proprietes demontrees au n 886 le 
plan perpendiculaire sur le milieu de aa f sera tangent en P a (S) et 
le plan perpendiculaire sur le milieu de bb f sera tangent en M 
a (S); la droite MP, tangente commune a (S) et a (2), sera per- 
pendiculaire a la fois a aa! et a bb r . Remarquons d'ailleurs que, si V 
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designe Tangle des plans tangents en M et en P aux surfaces (S) 
et (2), on a, d'apres les equations (i i) du n 885, 



(i) 

h etant une constante egale au produit de A- et de A-'. 

Nous pouvons, d'apres cela, enoncer la proposition suivante : 

Lorsqu'on connait un couple de surfaces (U), (U') applica- 
bles Vune sur I'autre, on pent en deduire un couple nouveau 
par la construction suivante : Le plan perpendiculaire sur le 
milieu M de la droite aa' qui joint les points correspondants 
a, a f des deux surf aces enveloppe une surface (S) qu'il louche 
en un certain point P; et la droite MP, necessalrement tan- 
gente en P a la surface (S), est aussi tangente en M a la sur- 
face (S) lieu du point M. Si, sur La parallele me nee par le 
point P a la normale de (S) en M, on porte de part et d'autre 
deux segments egaux P6, Pb ! dont la longueur commune soit 
definie par la relation (i), les deux surfaces (V), (V), lieux 
des points b et b', sont aussi applicables Vune sur I'autre (M. 

La relation etablie par cette proposition entre les deux couples 
(Uj, (U ; ) et (V), (V ; ) est parfaitement reciproque, de telle ma- 
niere que la construction indiquee, appliquee an couple (V), 
(V 7 ), redonnerait le couple primitif. Pour obtenir tous ceux que 
nous ont fournis les methodes du Chapitre precedent, il faudra 
continuer a appliquer la meme construction, mais en remplacant 
I'une des surfaces (V), (V'} par sa sjmetrique relative a Torigine 
des coordonnees. 

899. Nous reviendrons plus loin sur les couples de surfaces 
applicables, qui meritent une etude speciale. Nous bornant, pour 
le moment, aux surfaces qui se correspondent avec orthogonalite 



(*) Cette elegante proposition se trouve deja enonc^e, bien que d'une maniere 
incomplete, dans la premiere Communication de Ribaucour, relative au sujet 
qui nous occupe : Sur la theorie de V application des surfaces les unes sur les 
autres (Bulletin de la Societe Philomathique, i3 noverabre 1869); Ribaucour 1'a 
rappelee sans la d^montrer, mais en donnant son enonce tout a fait complet, dans 
son tftude des Elassoides. 
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des elements lineaires, nous allons e*tudier les cinq couples que 
les methodes du Chapitre precedent font deliver du couple pri- 
mitif (S), (S/). 

Parmi ces cinq couples. Tun d'eux merite une attention parti- 
culiere : c'est ceJui qni est forme des surfaces (S a ) et (A 2 ). En 
effet, la surface (S 2 ) ne depend en aucune maniere de (S 4 ), 
puisqu'elle est simplement la polaire reciproque de (S) par rap- 
port a la sphere de rayon z qui a 1'origine pour centre. Par suite, 
on deduira de toutes les surfaces (Si ) qui correspondent aux 
di/erentes deformations injiniment petites de (S) toutes les 
surfaces (A 2 ) qui definissent de me 1 me les deformationsinfi- 
niment petites de (S 2 ). Ainsi 

Ouandon sait resoudre le probleme de la deformation in- 
finiment petite pour une surface donnee, on sait resoudre ce 
meme probleme pour sa polaire reciproque relative a une 
sphere. 

900. Cette proposition n'est qu'un cas particulier de la survante 
que nous allons etablir dans toute sa generality : 

Ouand on sait resoudre le probleme de la deformation in- 
(i ni me nt petite pour une surface donnee, on sait resoudre ce 
meme probleme pour toutes les surfaces nouvelles qui en deri- 
vent par t homo graphic ou la correlation les plus generates. 

En effet, coniniencons par consid^rer les transformations homo- 
graphiques qui conservent le plan de Finfini et qui sont definies 
par des formuies telles que les suivantes : 

ar' = a x -+- by +- cz -+ h, 



il est clair que, si Ton deTmit x\, y\, z\ en fonction de x { , y { , 
par les relations 



z\ 
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on aura identiquement 

( 4 ) dx dxi 4- dy dy^ 4- dz dz^ = dx' dx\ 4- dy' dy\ 4- dz' dz\ . 

Par suite, a toute solution de Tequation 
( f, ) dx dxi 4- dy dy 4- dz dz^ = o, 

les formules (2) et (3) feront correspondre une solution de liqua- 
tion 

( 6 ) dx' dx\ 4- dy 1 dy\ 4- dz' dz\ = o , 

et vice versa. G'est la demonstration du th^oreme qne nous avons 
en vue pour le cas special ou Von soumet la surface (S) a 
toute transformation homographique qui conserve le plan de 
Vinfini. 

901. Considerons maintenant le systeme 

dz = p dx -r- q < 
(7) 



Ixi = rj dy 

deja donne au n 867, et qui remplace Tequation a verifier (0)5 
p et q y designent, nous 1'avons vu, les derivees de js consideree 
comme fonction de x et de y. Employons la transformation deja 
raise en usage au n 885, et introduisons les nouvelles variables 



u= px -4- qy z, 



(8) 



La differentiation nous donnera, en tenant compte des rela- 

tions (7), 

a u = x dp -f- y d q , 



dv = xdri 
dw = y dr\ -+- 



(9) 

et de la on deduit 

(10) dudr<L-\- d\? dp -hdw dq = o. 

C'est dire que la surface lieu du point (/?, q, u) et la surface lieu 
du point (p, cv, r^ se correspondent avec orthogonality des ele- 
ments lineaires* 
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Or, /?, >/. u sont les coordonnees da pole du plan tangent a la 
surface > S ) relativement au paraboloide defini par 1'equation 



tin 



Done, qitandon salt resoudre le problems de La deformation 
in fuument petite pour line surface (S), on salt aussi resoudre 
le mem e probleme pour La polaire reciproque de (S) relative- 
ment au paraboloide defini par V equation (i i). 

Ce cas particulier, ajoute a celui que nous avons deja etudie 
dansle nuniero precedent, nous suffit pour etablir le theoreme 
o-eneral que nous avons en vue; car il est aise de reconnaitre que 
toute transformation homographique et toute transformation corre- 
latixe s'obtiennent par 1'emploi repet6 des deux transformations 
parliculieres que nous avons considerees. 

Ainsi, a toute solution du probleme des elements rectangu- 
laires ou de la deformation infiniment petite obtenue pour 
une surf ace (S), on pent faire correspond, par voie alge- 
brique, une solution pour les surfaces qui derivent de (S} a 
Vaide de la transformation homographique ou correlative la 
plus generate. 

11 est interessant de voir ainsi s'introduire les proprietes pro- 
jectives dans le probleme dela deformation infiniment petite, alors 
que le probleme de la deformation finie parait dependre avant 
tout des relations metriques. 

902. Au reste si, pour arriver a la transformation homogra- 
phique la plus generate, on ne veut pas employer 1'interme'diaire 
d'une transformation par polaires reciproques, on pourra joindre 
a riiomographie que nous avons etudiee en premier lieu celle qui 
est definie par les formules suivantes : 



On verra facilement qne, si Ton pose 
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m aura la relation 

1 4 ) dx 1 dx\ -I- dy' dy\ -f- dz' dz\ = < dx dx^ -*- fly dr^ ->- ds dzi ) , 

jui etablit encore, pour ce cas special, la proposition que nous 
tvons en vue. La transformation definie par les formules (la) et 
'ID) est un cas limite de celle qne nous allons eludier, ainsi que 
ions le montrerons an n 908. Mais c'est un resultat bien connn 
p'en combinant les homographies definies par les deux systemes 
'12) et (2) on arrivera a 1'homographie la plus ge"nerale. 

903. Si Ton e*tudie atlentivement le second Tableau donne plus 
laut [p. 72] on y verra que toujours une surface determinee y est 
iccompagnee d'une me'me surface. Ainsi, danschacune des places 
3u se trouve (S) on rencontre (S 2 ); de sorte que les trois reseaux 
le conrbes designes respectivement par les cliiffres ro mains I, II 
3t III jouentle menie role sur (S) etstir (S 2 ). Par exemple, comme 
les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux surfaces, on 
v r oit qu'a tout reseau conjugue trac^ sur (S) correspond un resean 
2onjugue trac6 sur(S 2 )* La relation est de meme nature entre 
(Si) et (S 3 ). Etudions la transformation par laquelle on deduit 
directement (S 2 ), (S 3 ) de (S) et de (S<). 

Elle est definie par les formules 



a?i y l Si x y z xz 

elle est done purement ponctuelle; c'est-a-dire qu'elle fait cor- 
respondre aux deux points M(x,y, 5), M < (3C\,y\, z\} de (S) et 
de (Si) deux points M 2 (# 2}< y 2 , s 2 ), M 3 (# 3 , y$, z 3 ) de (S 2 ) et de 
(S 3 ) dont les coordonnees dependent seulement de celles de M et 
de Mi . Mais elle offre un autre caractere sur lequel il importe 
d'insister : les coordonnees de M 2 dependent, a la fois, de celles 
de M et de celles deM { ; de sorte que la transformation s'applique, 
non a des points isoles, mais a des couples de points. On peut 
bien faire correspondre M 2 a M et M 3 a M mais M 2 variera si Mi 
varie, alors me* me que M resterait fixe. 

Comme la transformation se reduit a 1'inversion ordinaire, 
quand les deux points M et Mi coincident, nous lui donnerons le 
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nom $ inversion composee. Pour Fetudier, nous crirons les for- 
mules precedentes sous la forme un peu plus generate 



qui fait correspondre aux points M, M< des points (#',/, S 7 ), 
(#n/i? 5 i)i designes maintenant par M', M' r 
Des formulas precedentes on deduit la suivanle 



d'ou il rfaulte imme"diatement que la transformation est involu- 
tive. Si au couple M, M H correspond le couple M 7 , M' n recipro- 
quement a M', M 1 , correspondront M, M< . 

C'est ce qui re*sulte aussi de la construction geometrique sui- 
vantedes points M ; , M,. Soit Torigine des coordonnees que 
nous appellerons aussi, par analogic, le pole de V inversion, P la 
projection de M^ sur OM, P^ la projection de M sur OM^ Le 
point M' sera sur le rayon OM< a une distance du point definie 
par la relation 

(18) OM'.OP^A-s 

et, de m^me, le point M' t sera sur OM a une distance definie par 
la relation 

(19) OM / 1 OP = A-2. 

En d'autres termes, M 7 sera le pole, par rapport a la sphere de 
rayon k 7 du plan mene par le point M perpendiculairement au 
rayon vecteur OM^ et de meme M*, sera le pole du plan mene par 
M! perpendiculairement au rayon vecteur OM. 

Voici maintenant quelle est la propriete fondamentale de la 
transformation. Associons au couple M, M< un second couple 
N, NI axiquel correspondront les deux points N', N^ ; on aura la 
relation geometrique 



i _^ 

OM ON OMt ON t cosMOMj cosNONi 

Si I'on ddsigne, en effet, par \, /), ?; ? -/,,, ;, ; ?, ^ ?; 
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'. , 7/r T, les coordonnees des points N, N j? N', N, cette relation 
geometrique se traduit par Fegalile 

J , . Crr 



dont la verification se fait presque immediatement. II suit de la 
que, si les deux segments MM i5 NN< sont tels que MN soil per- 
pendiculaire a M 4 ]NV, il en sera de meme pour les segments trans- 
formes. 

Si Ton suppose que le segment NN\ soit infiniment voisin de 
MM i, en posant \ = x-\- dx, . . . , $, x\ + dx { , . . . , 
precedente nous donnera 






i 



et Ton reconnait ainsi que Finversion composee conserve toute 
correspondance entre deux surfaces qui a lieu avec orthogonalite 
des elements lineaires infiniment petits. 

90-4. Les resultats que nous avons etablis relativement aux 
donze surfaces nous rev^lent encore une propriete remarquable de 
Tinversion composee. D'apres la troisieme colonne du Tableau de 
la page 7 1 on voit que la surface (S 2 ) est lapolaire reciproque de 
la surface (S). Or nous avons tabli (n 886) que 1'on saura re- 
soudre par des quadratures le probl<hne de la deformation infini- 
ment petite pour (S) des qu'on saura resoudre ce prol)leme pour 
(S) ; (S^) etant la polaire r^ciproque de (S), on peut done enoncer 
la proposition suivante : 

Des qu'on salt resoudre le probleme de la deformation in- 
finiment petite pour une siwface (S), on salt aussi le resoudre 
par de simples quadratures pour la surface (S 2 ) qui en de- 
rive si on applique V inversion composee au couple forme de (S) 
et de toute surface (S) qui lid correspond avec orthogonalite 
des elements lineaires infiniment petits. 

90o. Revenant a Tensemble de nos douze surfaces, nous vojons 
D. IV. 6 
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qu'il resulte des propositions pnScedenles qne Ton saura r^soudre 
le probleme de la deformation infinimenl petite pour les quatre 
surfaces (S), (S), (S a ). (S), dont les lignes asymptotiques sonl 
formees par le r^seau I, des qu'on saura le resoudre pour Turn 
d'elles. La premiere de ces surfaces est d^finie par les formulei 
(i), [p. 49], ou 9 i? 9o, 9 3 sont trois solutions particulires de 
F equation (2) [p. 4g]- Pour obtenir la seconde (S), il faudrait 
nous 1'avons vu au n 886, remplacer 9 i? 9 2 , 9 3 respectivemen, 
Dar i,il, fi, eL Tequation a invariants egaux correspondant i 

" (0 w 0) 

cette surface admettrait la solution - Un calcul facile montren 
de meme que, pour obtenir la polaire r^ciproque (S 2 ) de (S), i 
faudrait remplacer 6< , S 2 ? 9 3 par 



el Fequation correspondante admettra la solution 



Enfin, pour la surface (S 2 ), les nouvelles valeurs de 9 H , 8 2 , 
seraient 
- X<d ff Yco Zco 



et 1'equation correspondante admettrait la solution 



(2DJ 0>4 = 

v ; 



("es resuliats sont resumes dans le Tableau suivant : 



SURFACES. 



(S,) 



e,a?-i- 6^ + 8,5 
Xw 



Ti 
w 

y 



Yw 



Zco 
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Les quatre Equations a invariants egaux qui correspondent aux 
quatre surfaces peuvent etre integrees des que Ton a integre 
Tune d'elles. C'est ce qui r^sulte de F Analyse precdente et ce 
que Ton pourrait d^duire aussi du theoreme de M. Moutard. 
Mais, tandis que toute deformation infiniment petite de (S) donne 
sans aucune quadrature, comme nousl'avons vu, une deformation 
infiniment petite de la polaire r^ciproque (S 2 ), il faudra, au con- 
traire, eflectuer des quadratures pour trouver une deformation 
infiniment petite de Tune ou Fautre des deux surfaces (S), (S 2 ), 
polaires r^ciproques Tune de Pautre. 

906. A la transformation homographique, a la transformation 
par polaires reciproques, a Tinversion compos^e on peut joindre 
encore une derniere transformation, celle qui est definie en pre- 
nant pour #, y, z, x\>>y\ , z\ des fonctions lineaires & coefficients 
constants de nouvelles variables x^ y r , s', x\, y\, z { , assujetties 
a la condition de reproduire, a un facteur constant pres, la forme 

quadratique 

dx dx i H- dy dy\->rdzdz^ 

c'est-a-dire a donner 

dx dxi 4- dy dyi -H ds dsi = h ( dx' dx\ 4- dy' dy\ H- dz r dz\ ). 

Le lecteur, familiarise avec cette th^orie, reconnaitra sans peine 
que pour obtenir, de la maniere la plus gen^rale, de telles trans- 
formations il suffira de soumettre 9 i9 2 , 6 3 , co a la transformation 
lin^aire et homogne la plus generate, c 7 est-a-dire de poser 






hi, ki, It, nn d^signant des constantes quelconques. La surface 
(S 7 ) qui correspond ainsi a (S) aura sa deformation infiniraent 
petite dependante de la meme equation aux derivees partielles 
que la surface (S). Cette transformation generate, dont nous ne 
dirons qu'un mot, comprend <videmment, comme cas particulier, 
celle que nous avons consider^ au n 900. Remarquons d'ailleurs 
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qu'elle correspond purement et simplement, d'apres les equa- 
tions (6) du n 883, a une transformation homographique aussi 
generale que possible de la surface (A). 

907. Nous n'insisterons pas davantage sur toutes ces transfor- 
mations; il nous parait bon cependant de montrer quelle est la 
veritable origine de Finversion composee, et comment elle petit 
etre rattachee a quelques notions tres familieres aux geometres, 
relatives aux formes quadratiques dont les coefficients sont con- 
stants. 

Etant donnees deux surfaces (S), (S<), lieux des points 



(2 9 ) 

On aura idenliquement 



i = a? a?t, 



de sorte que, si les surfaces (S), (S<) se correspondent point par 
point avec orthogonalite des Elements Kneaires, les deux surfaces 
^U), (Ui) ? lieuxdespointsa(i,Ti : ^),a / (i l3 r H ,j; i ) 3 sont applicables 
1'une surl'autre. Cela pose, considerons la forme quadratique 



. 3i) F = 4'-4- drp + dp- dft - dtfi - dft, 

qui peut^tre mise sous la forme d'une somme de six carres : 



Si Ton considere, dans Fespace a six dimensions, le point u. 



dont les coordonn^es rectangulaires sont 



il sera represente dans Fespace ordinaire, soit par le couple des 
points M, Mi , soit par celui des points a, a'. Or la forme F se re- 
produit lorsqu'on effectue, dans Fespace a six dimensions, un 
deplacement quelconque, c'est-a-dire lorsqu'on soumet |, r l7 ^ 
'5o 'Tii f "si a une substitution lin^aire orthogonale quelconque. 
Elle se reproduit m^me a un facteur constant pris si Ton combine 



TRANSFORMATIONS DIVERSES. 85 

ce emplacement avec une transformation homotbe'tique arbitraire. 
Cela donne, dans Fespace a trois dimensions, la transformation 
du numero precedent et Ton voit que la forme F ne cessera pas 
d'etre nulle, apres cette transformation, si elle Fetait auparavant. 
Ainsi se trouvent <tablis les re*sultats des n os 900 et 906. 

Mais la forme F se reproduit aussi, a un facteur pres, lorsqu'on 
soumet les mmes variables , Y\, ... a une inversion; c'est-a-dire 
lorsqu'on efFectue une substitution de la forme 



Si done elle e*tait deja nulle, elle ne cessera pas de Petre. Par 
suite, la transformation definie par les formules prece*dentes 
transforme un couple de surfaces applicables en un autre couple 
de mme nature. 

Si Ton prend partout le signe et si Ton introduit les va- 
riables x, y, z, x { , y\ , z\ , les formules precedentes deviennent 



Ce sont celles que nous avons donnees au n 903 et qui conser- 
ventla propriety de deux surfaces de se correspondre avec ortbo- 
gonalite des elements Uneaires. 

908. En terminant ce Ghapitre, nous montrerons que les for- 
mules precedentes comprennent, comme cas-limite, celles qui ont 
ete donnees au n 902. 

Remarquons d'abord que, dans la forme 

dx d&i -h dy dyi +- dz dz^ 

on peut toujours remplacer x { par ax^ et x par - - > a desi- 

gnant une constante. Si Ton remplace en outre x 1 par x f a el 
A* 2 par a, les formules se pr^sentent sous la forme suivante 

#' a ___ y' ^ z r _ x\ a __ y\ __ z\ ^ 

~ "" "" "~ y ~~ z ~ 



Faisant croitre a indefiniment, on trouvera 
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puis 






#, (x +- a) 



&l 



On a ainsi 



(35) 



X = 






Aux notations pres, c'est le resuliat signale au n 902, 
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CHAPITRE V. 

APPLICATIONS DIVERSES. 

Etude du cas particulier ou la surface (S a ), qui correspond a (S) avec orthogo- 
nalite des elements lineaires, se reduit a un plan. Ce que deviennent alors les 
douze surfaces. Application la question suivante : determiner toutes les con- 
gruences rectilignes pour lesquelles la surface moyenne est un plan. On deter- 
mine, parmi ces congruences rectilignes, celles qui sont form6es des normales a 
une surface. fitude du probleme plus etendu : determiner toutes les surfaces 
pour lesquelles les d veloppables forme'es par les normales decoupent, sur la de- 
veloppee moyenne, un re"seau conjugue. La solution de ce probleme se ramene 
a la determination de la deformation infiniment petite des surfaces minima. 
Cette determination se ramene d'ailleurs a 1'integration d'une Equation lineaire 
harmonique. C'est de la meme Equation aux derivees partielles que depend la 
determination des surfaces ayant m&me representation sphe*rique de leurs lignes 
de courbure que la surface minima adjointe a la proposed. Comment on re- 
trouve les surfaces minima dans 1'etude de la deformation infiniment petite 
de la sphere. Developpement des calculs. Deformation infiniment petite 
d'une surface a courbure constante negative. L'une des douze surfaces de- 
vient alors une de ces surfaces, considerees en premier lieu par M. Voss, et sur 
lesquelles il y a un reseau conjugue exclusivement compose de lignes geode- 
siques. fitude des developpantes de ces surfaces. Elles constituent Tune 
des nappes d'une congruence rectiligne pour laquelle les developpables corres- 
pondent aux lignes de courbure sur les deux nappes de la surface focale. 
Demonstration geometrique des tbeoremes de M. Guichard, relatifs a ces sur- 
faces. Le Chapitre se termine par la demonstration d'un lemme dont il a 
ete fait usage dans la demonstration precedente, et qui est susceptible de nom- 
breuses applications a la tbeorie des congruences rectilignes. 



909. Nous avons ddja signal^ plus haul une solution evidente 
du probleme des elements rectangulaires : c'est celle ou, la sur- 
face (S) etant quelconque, la surface (S<) est un plan. II est in- 
teressant de rechercher ce que deviennent, dans ce cas special, 
les douze surfaces de"finies au Chapitre pr<$cdent. On a alors 
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a*, b Q , c Q ] a { , b { , d designant six constantes quelconques. 
D'apres nos tableaux et nos formules, on reconnait sans peine 
que les quatre surfaces (S,), (A), (S 3 ) 7 (A 2 ) se reduisent a des 
plans, tandis que leurs polaires reeiproques, ]es surfaces (S 4 ), 
(A,), (S 3 ), (A 3 ), se reduisent a des points. II reste done a exa- 
miner seulement les trois surfaces (S), (So), (S a ) qui, avec (S), 
competent le systerae cherche. Or, la surface (S) est, en general, 
1'enveloppe du plan defini par 1'equation 

(2) a?i(X 

qui devient ici 



*X) H- c,0'X - ,r Y) = o. 

Le lecteur reconnait Tequation du plan forme* par toutes les 
droiies qui appartiennent a un complete lineaire, et passent par 
le point (x, y, z). La surface (S) est done la polaire reciproqne 
de (S) par rapport au complete lineaire defini par les six con- 
stantes # 0? 6 ? c o, a \i bi> c <- C'est un resultat qu'il etait 
aise de prevoir. Nous savons, en effet, que, dans le cas qui nous 
occupe, il ne s'agit pas (n 8S6) d'une veritable deformation de la 
surface (S), mais d'un simple de"placement d'ensemble de cette 
surface. Pour chacun de ses points, la directrice de la deforma- 
tion devient la direction de la vitesse du point, dans ce deplace- 
ment, et le plan perpendiculaire a cette directrice, plan qui enve- 
loppe la surface (S), n'est autre que le plan du complexe lineaire 
engendre par toutes les droites qui, dans le deplacement consi- 
dere, sont normales a la vitesse d'un de leurs points. Ainsi se 
trouve confirmee la relation e"lablie par le calcul entre (S) et (S). 

Quant aux surfaces (S 2 ) et (So), elles sont, d'apres le Tableau 
dela page 71, les polaires reeiproques de(S) et de(S) par rapport 
a la sphere de rayon i ayant Torigine pour centre. Cela suffit a 
les definir et a montrer qu'elles sont, entre elles, dans la mme 
relation dualistique que (S) et (S), pourvu que Ton substitue au 
complexe line*aire defini plus haut son polaire re*ciproque par rap- 
port a la sphere de rayon i. Les surfaces (S) et (So) sont evi- 
demmenten relation homographiquepuisqu'elles sont les polaires 
reeiproques d'une mme surface (S) Tune par rapport a un com- 
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plexe lineaire, 1'aulre relativement a une sphere. La mme re- 
marque s'applique aux surfaces (S), (S 2 ), qui sont les polaires 
reciproques de (S). 

Cette solution tout except! onnelle du probleme propose s'ob- 
lient en prenant pour to dans les formules (C) [p. a5] une combi- 
naison lineaire a coefficients constants des solutions particulieres 
6 QJ 9a * savoir 



(3) to = arfi 6,82 Ms- 

Si le lecteur voulait en de"duire des couples de surfaces appli- 
cables conform 6inent a la methode du n 854, il reconnaitrait aise*- 
ment qu'on obtient seulement ainsi deux positions differentes 
d'une m^me surface ou deux surfaces symetriques. On peut 
rattacher cette remarque a un beau theoreme de Ghasles relatif au 
solide milieu dans le deplacement fini d'une figure invariable 
quelconque. Dans un article publi en 1 83 1 ( { ), 1'illustre geometre 
enonce la proposition suivante : 

Quand on a dans Vespace deux corps parfaitement egaux, 
et places d } une maniere quelconque, si Von joint par des 
droites les points da premier aux points homologues du se- 
cond, les points milieux de ces droites formeront un second 
corps solide qui sera tel qu'on pourra lui donner un mouve- 
ment injiniment petit dans lequel tons ses points se dirigeraient 
sidvant ces memes droites ( 2 ). 

II suffit evidemment d'appliquer cette proposition au cas ou les 
deux corps gaux se reduiraient a des surfaces egales pour re- 
trouver le cas particulier de la deformation infiniment petite etu- 
diee au commencement de ce numero. 



( J ) CHASLES, Note sur les proprietes generates du systeme de deux corps 
semblables entre eux, et places d'une maniere quelconque dans Vespace et 
sur le deplacement fini ou infiniment petit d f un corps solide libre; communi- 
quee & la Society Philomathique, stance du 5 fevrienSSi (Bulletin de Fe'russac 3 
t. XIV, p. 32i-3a6). 

( 3 ) Si les deux corps dont il est question dans le the*oreme de Chasles, au lieu 
d'etre parfaitement e"gaux, ^taient symetriques } le solide milieu se reduirait & un 
plan. 
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910. Ce cas particulier que nous venons de considerer inter- 
vient de la maniere la plus simple dans la solution de la question 
suivante : 

Determiner toutes les congruences rectilignes pour lesquelles 
la surface moyenne est unplan. 

Si, en effet, la surface moyenne est un plan, le re*seau inler- 
cepte sur ce plan par les de"veloppables de la congruence est n- 
cessairement conjugu, comme tous les reseaux plans, et il n'y a 
plus qu'a appliquer la proposition generate des n os 891 et 892 en 
supposant seulement que la surface (S< ) se reduise a un plan (P). 

Acet effet, on prendra arbitrairement la surface (S), et Ton 
adjoindra au plan (P) une droite fixe (d) perpendiculaire a ce 
plan. On fera tourner la surface (S) de 90 autour de (d] ; puis on 
projettera tous ses points sur le plan (P). A chaque point M de la 
surface primitive (S) correspondra ainsi un point M' du plan(P). 
La correspondance etablie par cette construction sera e*videm- 
ment telle qu'a tout element lineaire de (S) corresponde un el- 
ment line'aire orthogonal de (P), et 1'on reconnaitra sans peine 
qu'elle devient la plus generate de toutes celles qui satisfont a 
cetle condition, si, dans la construction, on substitue a (S) une 
de ses homothe'tiques par rapport au pied de la droite (d) sur le 
plan (P). 

Si Ton applique maintenant aTensemble des deux surfaces (S) 
et (P) la proposition du n 892, on voit que, pour obtenir la con- 
gruence cherchee, il suffira de mener par chaque point M' du 
plan (P) une droite qui soit parallele a la normale mene en M a 
la surface (S). On peut aj outer que, d'aprs la proposition g- 
ne*rale indique au n 891, les plans focaux de cette droite de la 
congruence seront perpendiculaires aux tangentes asymptotiques 
relatives au point correspondant de la surface (S) ( 1 ). 

.911. Cetle solution generate du probleme pose nous conduit 



(') Cette construction a e"t6 donne par M. C. GUICHARD dans une Note : Sur 
/w congruences dont la surface moyenne est un plan, inse're'e en 1892 au 
tome CXIV des Comptes rendus, p. 729. M. Guichard dit aussi quelques mots 
du cas ou les droites de la congruence sont les normales d'une surface. 
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a examiner le cas particulier ou Ton exige, non seulement que la 
surface mojenne soil un plan, mais aussi que la congruence soil 
formee des normales a une surface. D'apres la construction pre- 
cedente des plans focaux, il sera n^cessaire et suffisanl qu'en 
chaque point de (S) les tangentes asymptotiques soient rectan- 
gulaires, c'est-a-dire que (S) soit une surface minima. 

Ainsi, pour obtenir toutes les congruences de normales dans 
iesquelles la surface moyenne est un plan, il suffira d'etablir, 
comme on Va indiqueplus haut, une correspondance avec or- 
thogonalite des elements entre une surface minima quel- 
conque et un plan, puis de mener, par chaque point duplan, 
une dj^oite parallele a la normale au point correspondant de 
la surface minima. 

912. Plus g^n^ralement, proposons-nous le probl&me suivant : 
Determiner toutes les surfaces pour Iesquelles les developpa- 
bles formees par les normales decoupent sur la developpe 
moyenne un reseau conjugue. Nous donnons ici le nom de de- 
velopp&e moyenne a la surface d^crite par le milieu du segment 
forme sur chaque normale par les deux centres de courbure. Nous 
allons voir que la solution de cette question est liee a 1'etude de 
la deformation infiniment petite des surfaces minima. 

Reportons-nous, en eflPet, a la construction donnee au n 891, 
et qui nous fait connaitre toutes les congruences pour Iesquelles 
les d^veloppables decoupent sur la surface moyenne un reseau 
conjugue. Pour que ces congruences soient formees de normales, 
c'est-a-dire pour que les plans focaux de chaque droite soient rec- 
tangulaires, il sera necessaire et suffisant qu'en chaque point de 
(S) les tangentes asymptotiques soient rectangulaires, c'est- 
a-dire que (S) soit une surface minima. Ainsi : 

Pour obtenir la congruence de normales la plus generale 
dans laquelle les developpables decoupent sur la surface 
moyenne un reseau conjugue, il suffira de determiner la sur- 
face la plus generale (S<) qui correspond avec orthogonalite 
des elements lineaires a une surf ace minima quelconque; puis 
de mener par chaque point de (S<) une parallele & la nor- 
male au point correspondant de (S). 
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913. Cela nous amene a dire quelques mots du probleme de 
la deformation infmiment petite des surfaces minima. 

En nous reportant au n 20o, nous reconnaitrons aisement que, 
si Ton prend les equations qui definissent une surface minima 
sous la forme suivante : 



(4) 



la?=i I " TT/ I du i I - v/ * dv, 

\ 2 * 



/*u /*v 

~li\ ^r,dll 211 -y,dv. 



U, V designant des fonctions de u et de 9 respectivement, liqua- 
tion differentielle des lignes asymptotiques prendra la forme 

(5) du* dv* = o. 

Les cosinus directeurs de la normale seront ici 

_ U4-V ,_ .V-U _ i UV 

* ) C ~~ T _i_ TTV* C * T _i_ TTV J C 



UV" 



Si, au lieu d'introduire les parametres 



(7) a 

des deux families de lignes asymptotiques, on conserve les va- 
riables uel 9) les trois fonctions 9<, 6 2 > 83 conside"rees au n 870 
auront les expressions suivantes 



(8) 



U-f-V 



.v-u 



et elles satisferont a 1'equation aux derivees partielles 



(9) 



du* dv* 



l V 

s/V'J 



qui remplacera Tequation (19} du n 870, et qui est celle qu'ii 
faudra integrer si Ton vent re"soudre le probleme de la de"forma- 
tion infmiment petite de la surface minima. Or, cette Equation 
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appartient au type de celles que nous avons nominees harmoni- 
ques[I1, p. 198]. Ainsi : 

La determination de la deformation infiniment petite d'une 
surface minima quelconque se ramene cc I' integration de 
V equation lin&aire harmonique la plus generate. 

L'etude des equations harmoniques a ete faite au Livre IV, 
Chap. IX. Nous n'y reviendrons pas id. 

Revenant au probleme du numero precedent, nous nous con- 
tenterons seulement d'indiquer comment on determine les sur- 
faces normales aux droites dechacunedes congruences obtenues. 

Si Ton pose 



do) 

on aura 
00 



et Ton reconnaitra ais^ment que 84 est encore une solution par- 
ticuliere de 1'equation (9). Gela posd, la surface normale aux 
droites de la congruence sera definie par les formules 



AD 

(12) ^' = #14-5;;, y = ^1+57 5, 

ou Ton a 



Jes coordonnees &t, y [: z\ de la surface (Si) etant d^finies par 
Jes formules analogues 



('4) 



Si Ton vent que la surface moyenne (S^ serMuise a un plan, on 
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pourra prendre 



h designant une constante quelconque. 

914. Dans le cas qui nous occupe, il y a lieu de signaler une 
proprieteinteressante du groupe des douze surfaces. D'apres la 
proposition generale qui a 6le etablie au n 895, la surface que 
nous avons designee par (A,) est la polaire reciproque de la sur- 
face (A) par rapport a la sphere de rayon i admettant pour centre 
Porigine des coordonnees; et elle est, par suite, Penveloppe du 
plan dont Pequation est 

3 Z-hti) = o. 



Elle correspond a la surface minima (S) avec parallelisme des 
plans tangents, et nous savons, de plus, que les lignes asympto- 
tiques de (S) correspondent a un reseau conjugue* de (A<) 
(n897). Cela pose, introduisons la surface minima (S') qui est 
Padjointe de (S) (n 210). D'apres les relations 6tablies entre 
(S) et (S'), nous voyons que la correspondance entre (S ; ) et(A 4 ) 
aura lieu avec parallelisme des plans tangents et, de plus, que les 
lignes de courbure de (S 7 ) [correspondant, nous Pavons vu, aux 
lignes asymptotiques de (S)] correspondront a un reseau con- 
jugue de (A|). Nous concluons de la que le reseau conjugue 
commun a (S') et a (A 4 ) sera forme des lignes de courbure de 
ce$ deux surfaces, et qu'elles auront Vune et Vautre la m&me 
representation spherique de leurs lignes de courbure. Ainsi : 

Chaque solution duprobleme de la deformation injiniment 
petite d'une surface minima fait connattre une surface ay ant 
meme representation spherique que la surface minima ad- 
jointe et vice versa. 

Ces deux problernes : deformation infiniment petite d'une sur- 
face minima, determination des surfaces ayantmme representa- 
tion spherique de leurs lignes de courbure que Padjointe a la sur- 
face minima, se ramenent Pun a Pautre, et dependent de la meme 
Equation line*aireharmonique. Le lectenr etablira aisement ce re- 
sultat par Panalyse en remarquant que a=w^-petpr=^^ 9 
sont les parametresdes lignes de courbure de Padjointe, et appli- 
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quant a ce cas particulier la solution du probleine de la repre- 
sentation sphrique indiquee au n 162. 

9Io. On retrouve encore les surfaces minima en etudiant une 
autre application particuliere de nos propositions generales. 

Supposons que la surface (S) soit une sphere definie par Pe- 
quation 

(17) a ? 2 + iy s +3 ==[> 

et reportons-nous a nos Tableaux [p. 71]. 

La surface (So) polaire reciproque de (S) sera aussi une sphere, 
identique a la premiere; etles deux points homologues de (S) et 
de (S 2 ) seront diametralement opposes. 

Les surfaces (S i ) et(A 2 ) qui correspondent aux deux spheres 
avec orthogonality des elements lineaires seront (n 863) les sw*- 
faces moyennes de deux congruences isotropes. 

Pour indiquer ce que sont les huit autres surfaces, remarquons 
que, le systeme I etant form6 des lignes de longueur nulle de 
(S) et de (S 2 ), les reseaux II et III qui lui sont harmoniques sont 
formes n^cessairement, sur chacune de ces spheres, de lignes 
orthogonales. Ces deux reseaux auront leurs invariants ponctuels 
(ou tangentiels, ce qui est la mme chose dans le cas de la sphere 
et de toute surface du second degre) egaux; et, comme ils sont 
harmoniques 1'un a Pautre, les courbes appartenant a Tun d'eux 
bissecteront en chaque point Tangle forni6 paries courbes appar- 
tenant a 1' autre. 

Comme la sphere (S) et la surface (A*) se correspondent par 
plans tangents parall&les, le systeme II, qui est conjugue sur ces 
deux surfaces, sera n^cessairement formd, sur (A<), des lignes de 
courbure ; et comme, sur (A< ) et sur (S), les tangentes aux courbes 
du systeme I sont paralleles aux points correspondants des deux 
surfaces ('), il en resulte que, sur (A<), le sjsteme I sera n6ces- 



(*) En general, si Ton choisit parmi les douze surfaces deux quelconques de 
celles qui se correspondent par plans tangents paralleles, nous avons vu au 
n 893 qu'en des points correspondants de ces deux surfaces les courbes de Tun 
quelconque des reseaux I, II, III ont leurs tangentes paralleles. Seulement, 
tandis que, pour Tun d'eux qui est le re*seau conjugu commun, les courbes cor- 
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sairement forme des lignes de longueur nulle. Ce sjsteme etant 
conjugue, (A 4 ) sera line surface minima; et la relation entre 
(A,) et (S) sera telle que les lignes de longueur nulle se corres- 
pondront sur les deux surfaces, les lignes asymptotiques de (A<) 
correspondant a un systeme rectangulaire de (S). Nous retrou- 
vons les proprietes essentielles relatives a la representation sphe- 
rique des surfaces minima. 

Le raisonnement precedent s'applique a (S< ), qui derive de (So) 
comme (A,) de (S). Les deux surfaces minima (A^), (S,) se cor- 
respondent avec parallelisme des plans tangents, similitude des 
elements infinimenl petits; les lignes asymptotiques de Tune cor- 
respondent aux lignes de courbure de Fautre. Cela resulte des 
Tableaux de la page 71. Nous verrons plus loin que ce sont deux 
surfaces adjoin tes Tune a Fautre. 

La definition des autres surfaces ne presente plus aucune diffi- 
eulte. 

La surface (S), associee a(S), et la surface (So), associe'e a(S 2 ), 
constituent les deux nappes des surfaces focales de deux con- 
gruences pour lesquelles les lignes asymptotiques se correspon- 
dent sur les deux nappes. Par exemple, les lignes asymptotiques 
de (S) correspondent aux generatrices rectilignes de la sphere (S). 

Les surfaces (A) et(S 3 ) sont, d'apres les Tableaux, des polaires 
re*ciproques de surfaces minima. Enfin, les surfaces (S 3 ) et (A 3 ) 
sont les polaires reciproques des surfaces moyennes de deux con- 
gruences isotropes. 

Sur toutes ces surfaces, on saura determiner les re'seaux 1, II, 
III par de simples quadratures. 

Si Fon associe la surface moyenne (S<) a la surface minima 
(S<), on voit qu'elles sont les deux nappes de la surface focale 
d'une congruence a lignes asymptotiques correspondantes. Ainsi, 
les lignes asymptotiques de la surface moyenne (S<) corres- 
pondent a eel les de la surface minima (S 4 ). 

II ne reste plus qu'a donner les resultals des calculs. 



respondaates admettent des tangentes paralleles; pour les deux autres, qui sonl 
formes des lignes asymptotiques sur 1'une ou sur 1'autre des deux surfaces, ce 
sont les tangentes aux courbes non correspondantes qui sont paralleles (n 08 893 
tit 894 ) 
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916. Les coordonnees x,y, z d'un point de la sphere (S) se- 
ront definies en fonction des parametres a et ji des lignes asym- 
ptotiques, c'est-a-dire des lignes de longueur nulle, par les for- 
mules si souvent employees 



Les quantites 6 1? 8 2 , 9 3 qui figurent dans le Chapitre precedent 
et sont reliees aux cosinus directeurs de la normale par les for- 
mtiles (17) du Chapitre II, ou \ est determine par liquation (27) 
du rneme Chapitre, auront ici pour expressions 

Elles satisferont, comme x,y^ s, a Tequation du second ordre 
(20) 

Si on les porte dans les forniules de M. Lelieuvre, elles donne- 
ront naissance aux identiles 



.dx 



d* 



] tte a.tj. =i d JL, 



(22) 



Oz 



dy 



.d.r 



dx Oz __ ,f)y 
Z ~~ X ~ li 



auxquelles on pent joiodre les suivantes, qui s'en deduisent im- 
mediatement par differentiation, 



('23) 



[ d JL d d Z d J = _ 

dz dx dz dx 




Remarquons encore que #,y, ^ sont des solutions particulieres 
D. IV. 7 
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des deux equations 



, .. < <* 

(ai) sF + iHh^- ' 

ce qui permel de simplifier les calculs. 

917. Pour trouver la surface (Si) qui correspond a la sphere 
(S) avec orthogonalite des Elements line*aires, il faut d'abord in- 
tegrer Tequation aux d6riveespartielles(2o). L'integrale g<ne>ale 
de cette equation est 



'f(a)et^(|3)designantdeuxfonctionsarbitraires. Mais, afm q lle 
la surface (S,) soit relle lorsque <p et ty sont des fonctions imagi- 
naires conjugates, nous prendrons pour la solution w du Cha- 
pilre II, ['expression suivante 



Remarquons les deux relations identiques 



auxquelles satisfait 8. 

Les coordonnees ar,,^,, 5| de (S,) sont alors defmies par des 
quadratures telles que la suivante 



quadratures que Ton effectue sans difficult. 
Si 1'on pose 



(20), solution que Ton 
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deduirait de 6 en y remplacant respectivement cp(a), ^(,3) par 
iztx) et i 4(3). On trouvera 



. , dx 



-: 



.So a 6 

^-^ - -- 



On a vu que (S,) est la surface moyenne d'une congruence 
isotrope (n 863). Les ^jians focaux de celte congruence seraient 
definis ici par les equations 



(33) 



Apres (S 4 ), toutes les autres sui^faces s'obliennent sans aucune 
quadrature. Les coordonnees , b, c d'un point de (A) ont pour 
expressions 

(34) => ^ = f c = J- 

La polaire r^ciproque (A< ) de (A) est definie par les formules 

^r c/6 < 



(35) 



on, en developpant les calculs, 



(35') 



cp' cp -f- 



Oil trouvera de meme ? pour les coordonnees d'un point de (S) 



IOO 



les expressions 



,36) 
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20 ^ 



et pour celles du point (X i? "\ i, Z, ) de ( S, ) 



on encore 



2 



3~'} ; a 2 -J-i 

''y ) ' -\' * ' l ff It 



2 



ces valeursse deduisantde celles dea i: Z? t) c\ ou Ton remplaeera f) 
par ff, c'est-a-dire y et | par /cp et /i. 

On trouve ensuite, pour les autres surfaces, les formulas stii- 
vantes 



2? <^a *'* d$' 
-VO=- 7 6-. ? J- a 4-, 



X, = 



(A,) 
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el 

2*odr lib dx { x 



011 Ton a pose 

(38) 



Signalons encore les identites 
(89) aar-i-^-i-csrsI, 

qui permettent de simplifier les calculs. 

918. Nous terminerons ce Chapitre, consacrd a des applica- 
tions, en indiquant plusieurs propositions interessantes relatives 
an cas ou la surface fondamentale (S) a sa courbure constante et 
negative. Nous supposerons, comrae toujours, que cette courbure 
totale ait la valeur i. En changeant un peu les notations et de- 
signant par Q la fonction que nous appelions to au n 879, nous 
aurons I'equation aux derivees partielles 



a et [3 designant toujours les parametres des lignes asympto- 
tiques. Avec ces notations, Telement lin^aire de la surface serait 
defini par la formule 



(4D 



de"j rappelee au menie endroit. 

Les cosinus directeurs 9 i} 6 2 , 63 de lanormale satisferont main- 
tenant (n 879) a Peqnation aux de*rivees partielles 



et si designe la solution la plus generate de cette derniere equa- 
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tion, c'est cette solution qu'il faudra substituer a to dans les for- 
mulas (C) [p. a5] pour obtenir la surface la plus generale qui 
correspond a (S) avec orthogonalite des elements lineaires. 

Conside'rons ici encore la surface (A f ) qui correspond a (S) 
avec parallelism e des plans tangents aux points homologues. Cette 
surface est, nous 1'avons deja remarque, 1'enveloppe du plan de- 
fini par Tequation 

(43) 



tout a fait semblable a celle qui a ete indiquee au n 914. 

Nous avons vu d'une maniere generale (n 897) que les lignes 
qui, sur (A,), correspondent aux lignes asymptotiques de (S) for- 
ment dans tous les cas un reseau conjugue' de (A,). Nous allons 
demontrer qu'ici ce reseau est entierement forme de lignes 
geodesiques. 

En eflet, pour obtenir le point de (A i ), il faut adjoindre a liqua- 
tion precedente ses deux derivees par rapport a a et a ^ 



} dx doc 

(44) 



On pent joindre a ces equations les suivantes, bien souvent 

rappelees, 

n <^X 

(45) ^ 1 '^ = ' 



ou x designe le signe de Lame. Diflerentions la dernire par rap- 
port a A 3; nous aurons 

S^9i d2X 
fo d$* 

La deuxieme somme est nulle ; on le reconnait imm^diatement 
en remplagant les derivees secondes de 9 i? 9 2 j 9 3 p9 r leurs valeurs 
deduites de liquation (4a). II reste done la relation 



APPLICATIONS DIVERSES. t lo3 

Celte relation, rapprochee de la derniere des equations (4^) ? 
montre que la droite dont les parametres directeurs sont 

(Jce. dy. dz 

est normale a deux tangentes consecutives de la courbe de para- 
metre a tracee sur (A<). C'est done la normale auplan oscu- 
lateur de cette courbe. 
Mais, comme on a 

(\^\ 0? -f- Go + 6? = i, 

\-\tf iiOJ 

et, par suite, 



on reconnait immediatement, dans le cas. special qui nous occupe, 
que cette normale est parallele an plan tangent de (Aj). Done 
toute courbe de parametre a, tracee sur ( A. d ), est une ligne geo- 
desique de (A 4 ). 

Comme rien ne distingue les parametres a et ft, la demonstra- 
tion s'applique aussi aux courbes de parametre ft. 

919. Les surfaces qui jouissent de cette propriety d'admettre 
iin r^seau conjugue form6 de lignes g^odesiques ont ete consi- 
derees en premier lieu par M. Voss ( l ). On pourra consulter 
aussi sur ce sujet un important Me"moire de M. Guichard que 
nous avons ddja cit^ [p. 4o] et sur lequel nous reviendrons plus 
loin [p. io5], 

Reciproquement, proposons-nous de determiner toutes les sur- 
faces (V) jouissant de la propri^te precedente. Designons main- 
tenant par a, ft les parametres du systeme conjugal form de 
lignes geod6siques et snpposons que 9 9 2 , 9 3 soient les cosinus 
directeurs de la normale a la surface. Alors on aura 

(48) Q2-He: : -h^ = T ? 



(' ) A. Voss, Ueber diejenigen Flachen, aufdenen zwei Schaaren geodatischcr 
Linien ein conjugates System bilden (Sitzungsbe7*ichte der K. Akademie zu 
Milnchen, mars [888). 
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et la surface cherchee sera Penveloppe d'un plan defini par un 
equation de la forme 

(fy) OiX-HGaYH-OjZH-0 = o, 

ou 0, 9,, fK, 9 3 sont des solutions particulieres d'une certaine 
equation aux de*rivees partielles 



A, B, C designant des fonctions de a et de p. On aura toujours les 
relations 



qui s'appliquent dans tous les cas. 

Pour exprimer que la ligne de parametre a est geodesique, il 
iaut ecrire que la droite definie par les parametres directeurs 



dfl, 



droite qui est parallele au plan tangent et qui est normale a la 
tangente de la courbe, est aussi normale a la tangente consecutive, 
c'est-a-dire que Ton a 



(52) 



D'apres cela, differentions la derniere des relations (01) par 
rapport a p, on voit que la relation pre*ce*dente pourra ^tre rem- 
placee par la suivante 

S_<ft_9j dX _ 
dy.d$ ~d$ w0> 

ou } enremplagant^Ji et les deux d^riv^es analogues par leurs 

valeurs deduites de 1'equation (5o) et tenant compte des relations 
pr^c^dentes 
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Le coefficient de B ne saurait etre nul ? puisque les courbes de pa- 
rametre a ne sont pas des lignes asjmptotiques. On a done 



En considerant de mme les courbes de parametre {3, on trou- 

verait 

A = o. 

Done QO 2 ? 83 salisfont a une Equation de la forme 
(53) 



ce qui caracterise les cosinus directeurs d'une surface a courbure 
constante; et Ton retrouve la generation de la surface qui nous a 
servi de point de depart. 

920. Dans le Memoire auquel nous avons fait allusion plus 
haut ('), M. Guichard a ajoutd auxresultats precedents une pro- 
position elegante et nouvelle que Ton peut enoncer comine il 
suit: 

Designons toujours les surfaces precedentes par la lettre (V), 
et considerons les developpantes (G) des surfaces (V), c'est- 
a-dire les surfaces normales aux tangentes de Pune ou Tautre des 
deux families de lignes geodesiques composant le reseau con- 
jugue de (V). Si, par chaque point d'une surface (G), on mene 
la parallele a la normale au point correspondant de la surface (V) 
d'ou elle est deduite, cette parallele, qui sera necessairement tan- 
gente a (G), engendrera une congruence jouissant des proprietes 
suivantes : 

i Si nous appelons (G) et (G x ) les deux nappes de la surface 
focale, les dveloppables de la congruence correspondront a une 
ligne de courbure de (G) eta une ligne de courbure de (G 7 ); par 
suite, les lignes de courbure se correspondront sur (G) etsur(G'), 
de telle maniere que 1' arete de rebroussement de Tune des deve- 



(*) G. GUICHARD, jRechercfies sur les surfaces a courbure to tale constante et 
sur certaines surfaces qui s'y rattachent (Annales de VEcole Normale supe- 
rieure, 3 srie, t. VII, p. a33, aotit 1890). 
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loppables de la congruence soit toujours uue ligne de courbure 
de la surface qui la contient. 

2 Les lignes de courbure de (G) et de (G') ou, ce qui est la 
merne chose, les developpables de la congruence correspondent 
aux geodesiques du systeme conjugue trace sur la surface (V). 

3 Les surfaces (G) obtenues, comme nous 1'avons indique, au 
mo\en des surfaces (V) sont les plus generates qui jouissent de 
la premiere propriete; de sortequ'ilrevient au meme de chercher 
les surfaces (G) on les surfaces (V). On passe des unes aux autr.es 
par de simples constructions geome'triques. 

M. Guichard a e"tabli ces propositions par le calcul; il sera plus 
instruclif de les demontrer par la Geometric, et de les rattacher 
a un theoreme general dont nous aurons a faire usage plus loin. 

Voici quel est ce theoreme : 

Quand les developpables se correspondent sur les con- 
gruences engendrees par deux droites par alleles (d ), (d^ ) : i fes 
plans focaux de (d) sont par alle les a ceux de (d { ) ; 2 les droites 
(3), (3 4 ) qui joignent les points focaux correspondents de 
(d) et de(d i ) se coupent en un point qui est celui ou le plan 
des deux droites (rf), (d { ) touche la surface (0) qu'il enve- 
loppe; 3 les deux droites (8), (8^ sont conjuguees par rap- 
port a la surface (0); et les courbes conjuguees qu'elles enve- 
loppent correspondent aux deux families de developpables 
des congruences considerees. 

Admettons cette proposition que nous demontrerons plus loin 
et appliquons-Ia de la maniere suivante : 

Soient (G,) et (Go) deux surfaces admettant (V) pour deve- 
loppee et dont les normales soient tangentes respectivement aux 
geodesiques des deux families conjuguees Irace'es sur (V). Soient 
M^ M 2 les deux points de (G<) et de (G 2 ) qni correspondent au 
mme point M de (V) et soient (d { \ (rf 2 ) les normales en M l} 
M 2 au plan MM i M 2 , normales qui sont respectivement des tan- 
genles principales de (G<) et de (G 2 ). II est clair que les de\e- 
loppables engendrees par les droites paralleles (d { ] et (rf 2 ) se 
correspondent, puisqu'elles correspondent, les unes et les autres, 
au systeme conjugue" trace sur (V); soient (G,), (G' 3 ) les deux 
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nappes focales de la congruence engendree par (a?,)et(G 2 ), (G,) 
les deux nappes focales de la congruence engendree par (d 2 ). 

D'apres le theoreme precedent, (Gi), (G'^se correspondent 
par parallelisme des plans tangents. Or le systeme conjugue com- 
mun a ces deux surfaces, systeme evidernment forme des conrbes 
qui correspondent aux de'veloppables des congruences engendrees 
par les droites (d t ) et(rfo), est forme* sur (G { ) des lignes de cour- 
bure; il en sera done de meme sur (G'J, puisque, sur ces deux 
surfaces, les courbes du systeme conjugue' commun ont, achaque 
instant, leurs tangentes paralleles. 

Done, sur les deux nappes focales ( G',), (Go) de la congruence 
engendree par (rf 2 ), les lignes decourburese correspondent et 
correspondent aux developpables de la congruence. 

La demonstration s'etend e'videmment a la congruence en- 
gendree par la droite (rf, ), 

921. Reciproquement, considerons une congruence engendree 
par une droite (rf), et pour laquelle les lignes de courbure des 
deux nappes focales correspondent aux developpables de la con- 
gruence. Soient (G^, (Go) les deux nappes d^crites par les points 
focanx de (d). Designons par (V|) et(V 2 ) celles des deux nappes 
des developpees des surfaces precedentes pour lesquelles le plan 
tangent est normal a (d). Le systeme conjugue' commun a (V { ) 
et (V 2 ) est evidemment celui qui correspond sur ces deux nappes 
aux lignes de courbure de (G< ) ou de (Go), c'est-a-dire aux deve- 
loppables de la congruence. Or, ce systeme est forme, nous le 
savons (n 426), de deux families de courbes se correspondant 
avec parallelisme des tangentes; nous savons aussi que, des deux 
courbes correspondantes a une m^me ligne de courbure de (G<) 
ou de (G 2 ), Tune au moins est une developpee de ligne de 
courbure et, par suite, une geodesique de la surface sur laquelle 
elle est tracee. II en sera done de meme de 1'autre, puisque les 
tangentes aux points correspondants et, par suite, les plans oscu- 
lateurs des deux courbes son t paralleles. Done les deux surfaces 
(Vf) et (V 2 ) admettront, Tune et 1'autre, un re'seau conjugu6 
form^ de lignes geode'siques, et ainsi nos propositions se trouvent 
completement de'montre'es. 
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Elles donnent naissance a plusieurs consequences, tant analy- 
tiques que geometriques. 11 nous suffira d'avoir monlr comment 
on peut les rattacher a Fetude de la deformation infinimenl petite 
des surfaces a courbure constante. 

Nous terminerons ce Chapitre en donnant la demonstration du 
ilieoreme sur lequel nous nous sommes appuye" plus haut, et 
meme d\me proposition plus gen^rale. 

922. fitant donnee une surface (S), soient (C), (C 7 ) deux con- 
gruences rectilignes distinctes dont les developpables se corres- 
pondent et interceptent sur (S) un meme systeme conjugue. 
L'ensemble des deux congruences et de la surface (S) donne lieu 
aux remarques suivantes. 

Fig. RJ. 




Designonspar(S), (S<)les deux nappes locales de la congruence 
(C), par (S') ? (S',) celles de la congruence ((7). Soient p, un point 
quelconque de (S) ( fig. 84)*, [xa, pjj les deux courbes du systeme 
conjugue' qui se croisent en [JL; jjiMM[ 4 la droite de la congruence 
(G), dont les points focaux seront M, M< ; jxM'M^ la droite de la 
congruence (C 7 ), dont les points focaux seront M', M' r 

Les nappes (S), (S') ? (S f ), (S' f ) seront decrites par les points 
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M, M r , M l? Mj. On peut toujours supposer que les nappes (S), 
(S') soient celles dont les plans tangents en M, M' se coupent sui- 
vant la tangente [x t a la coiirbe jxa et alors les plans tangents en Mj , 
M' aux nappes (S d ), (S',) se couperont sutvant la tangente pn a 
la courbe up. Cela pos, nous aliens demontrer que ie plan des 
deux droites jx M, uM' louche sonenveloppe (E) au point de ren- 
contre </<? flfew.r droites MM', M 1 M / i ; g^<? ces afew,r droites 
sont des tangentes conjuguees dfe(E); et en/in que les courbes' 
de (E) auxquelles elles sont tangentes correspondent aux de- 
veloppables de V line ou I'autre des deux congruences (C) ou 

(C')- 

En effet, lorsque le point [x se deplace suivant la courbe p.13, les 

points focaux M, M' d^crrvent des courbes respectivement tan- 
gentes aux droites [xM, jxM'. Les deux plans tangents en M, M' 
a (S) et a (S ; ) et les deux plans tangents qui leur sont conseculifs 
ont un point commun. En effet, Fintersection des deux premiers 
est la droite JU, Fintersection des deux suivants est la droite con- 
secutive a pt quand on se deplace sur la courbe [x^. Or, ces deux 
droites se coupent necessairement puisque les courbes aa, pfi 
sont conjuguees d'apres 1'hypothfese; et leur point commun sera 
le point focal ^, distinct de a, de la droite y.t dans la congruence 
engendree par cette droite. Done les quatre plans consideres ont 
en commun le point t. Prenons-Ies dans un ordre different : les 
deux plans tangents consecutifs a la nappe (S) se couperont sui- 
vant la conjuguee de MJJL qui sera M d'apr&s ce qui precede; el 
de meme, pour la nappe (S 1 ), la conjuguee de M'jx sera M'tf. Les 
deux nappes (S), (S') se trouvent done dans la relation definie 
aux n os 423, 424 [II, p. 229 et suiv.]. Les tangentes du systeme 
conjugal commun a ces deux nappes concourent, les deux pre- 
mi^res en ix, les deux autres en t] et, par suite, les developpables 
de la congruence (D) engendree par la droite MM 7 correspondenl 
a celles de (C) ou de (C7). II en est de meme pour la congruence 
(D,) engendree parMiM',. 

Considerons maintenant leplan jxMM' des deux droites. Quand 
le point jx decrit la courbe (x[3, sa caracteristique est evidemment 
la droite MM'. De mme, quand le point a decrit la courbe jxa, la 
caracleristique du plan est MiM',. Done il louche son enveloppe 
(E) au point de rencontre des deux droites. 
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D'autre part, quand le point [*, decrit la courbe [AJ3, le plan focal 
de MM' se confondant avec le plan jxMM', le defacement du 
point a lieu necessairement dans ce plan. Mais le plan focal 
de UiU\ etant distinct de pi MM', le deplacement du point 0, qui 
se fait aussi dans ce second plan focal, ne pent avoir lieu que sui- 
vant son intersection OM\ M' f avec le precedent. Done, les droites 
OM, OM 4 sont conjuguees par rapport a (E) et les courbes aux- 
quelles elles sont tangentes correspondent bien, comme il a ele 
annonce, aux developpables de Fune ou Pautre des congruences 
(C) ou (C'). 

923. Si Ton suppose maintenant que la surface (S) se reduit 
au plan de 1'infini, les deux droites correspondantes des con- 
gruences (C) et (C 7 ) deviennent paralleles, De plus, tout reseau 
plan etant necessairement conjugu^, la double condition que nous 
avons Jtnposee aux developpables de (G) et de (C') de se corres- 
pondre et de couper la surface (S) suivant les courbes d'un reseau 
conjugue se reduit a 1'unique condition que ces developpables se 
correspondent dans les deux congruences. Les nappes (S), (S') 
ontleurs plans tangents parall&les ainsi que les nappes (S^, (S 1 ,) 
et nous retrouvons le theoreme dont nous avons fait usage plus 
haul (n 920). Nous donnerons plus loin, n 08 941 a 944, une de- 
monstration directe et des complements de ce theoreme. 

924. Revenons a la proposition gdnerale. Si nous la transfor- 
monsparpolaires r^ciproques, elle se change dans la suivante : 

Si les developpables de deux congruences se correspondent 
de Lelle manlere que les droites qui joignent les points focaux 
correspondents soient deux tangentes conjuguees d'une mme 
surface (3 ; ) les plans focaux correspondants se coupentsui9ant 
deux tangentes conjuguees d'une autre surface (E'), 

qui n'est autre que la reciproque de la proposition primitive. 



ROULEMEXT DE DEUX SURFACES I/UNE SUR L/AUTRE. Ill 



CHAPITRE VI. 

ROTJLEMENT DE DETJX SURFACES L ? UNE SUR. I/AUTRE. 

Rappel des formulas donnees au Livre VII, Chapitre III. Relations entre les 
quantites D, D', D" de Gauss et les rotations p, q, r, p l} q^ r t . Roulement 
d'une surface (0) sur une surface applicable (B,). Form ules donnees a u 
Livre I; formules complementaires. Comment on peut rattacher a la consi- 
deration du roulement une nouvelle methode de recherche des surfaces appli- 
cables sur une surface donnee. Tout mouvement particulier contenu dans le 
defacement g^ne'ral se ramene au roulement d'une surface reglee sur une sur- 
face de meme nature et applicable sur la premiere. Premier cas oil ces sur- 
faces reglees sont developpables. Extension de la notion de reciprocite relative 
aux tangentes conjuguees. Second mouvement particulier dans lequel les sur- 
faces regimes sont developpables. Systeme conjugue commun a () et a (8,) 
consider^ par Ribaucour. Theoremes de M. Kcenigs reiatifs a ce systeme 
conjugue" commun. La theorie des syslemes cycliques et le theoreme fonda- 
mental du n 761 rattaches a la consideration du deplacement etudie dans ce 
Chapitre. Proprie*te" relative aux congruences engendre"es par des droites pa- 
ralleles et pour lesquelles les developpables se correspondent. Proprietds 
diverses des differents systemes cycliques que Ton peut ratiacher au meme de- 
placement. Comment la connaissance d'un couple de surfaces applicables 
peut conduire a une infinite de couples de surfaces admettant la m^me repre- 
sentation sphe'rique. 



923. Les propositions que nous avons developpees dans les 
Chapitres precedents nous font connaitre un nombre illimite" de 
couples de surfaces (0), (0|) applicables Tune sur Tautre. Or, si 
I'on considere une de ces surfaces, ( 4 ) par exeniple, comme fixe, 
on peut ton jours araener la seconde () a etre en contact avec la 
premiere, de telle maniere que les deux surfaces se touchent par 
deux points homologues, et que les courbes homologues des deux 
surfaces qui passent en leur point de contact y admettent la meme 
tangente. On obtiendra ainsi une serie de positions de la surface 
(0), qui de"pendront de deux parametres ; et Ton aura ce cas parti- 
culier du deplacement a deux variables dont il a e"te* question aux 
u os 58 et suiv. [I, p. 69 et suiv.]. Le moment est venu d'etudier 
ce de"placement d'une maniere plus complete. Nous rappellerons 
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cTabord quelqaes re*sultats deja etablis au Livre VII, Chap. HI 
[III, p. a4a et suiv.]. 

Nous avons vu que, si x : }', z el c, c f , c" designent respective- 
ment les coordonnees reclangulaires d'un point d'une surface (0) 
el les cosinus directeurs de la normale en ce point, ces quantites, 
considdrees comme fonctions des coordonnees curvilignes u et <-\ 
satisfonl a des equations de la forme suivante 



d*x _ D doc 

_ _ c H- A du 



- 

du Ov 



D' 

r^T- 

H 



)-: 

du 



- y 

ov 
dx 



et a celles qu'on obtiendrait en y remplagant x et c par y el c' 
ou par^ et c". Dans ces equations A, A,, B, B i? C, G! dependent 
exclusivement de Felement lin^aire et sont determines par les Equa- 
tions suivantes [III, p. 201] 



CH=G(:-)- 

\dv 2 du] 



F dE 

2 d* 

F <^E 
2 dv 



E dG 
2 du 



Quanta D, D', D", ce sont les determinants deTmis par les for- 
mules (6) [III, p. 244] et qui donnent naissance a I'identit6 



' du dv -t- W 



(4) 



926. Les relations differenlielles entre D, D ; , D" sont elablics 
par les formules (24) et (25) [III, p. 248]. On ponrrait les de*- 
duireaussidu systeme(i). Car, si Tonretranche la scconde 
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[on de ce systeme, differentiae par rapport a u, de la premiere 
iflerenti6e par rapport a p, si Ton remplace les derrve*es de c par 
eurs expressions (8) [III, p. 244] et l es derivees secondes de x par 
eurs valears de*duites des formules (i) elles-memes, on trouvera 

me expression lineaire par rapport a c, ~, -^ dans laquelle les 

;oefficients de ces trois quantite's devront evidemment tre nuls. 
n particulier, si on egale a zero le coefficient de c, on aura la 
)remiere des relations suivantes 



d /D'\ d /D' D" D' D 

"" I 



1'ou la seconde se deduit par une permutation facile. En develop- 
3ant on reconnaitra aise'ment que ces formules sont identiques a 
Belles qui ont ete donnees plus haut [III, p. 248]. 

927. Nous avons deja remarqu (n 700) que ces equations, 
ointes a la formule finie (21) [III, p. 246] peuvent remplacer les 
brmules de M. Codazzi. Au reste, si Ton veut etablir la relation 
mtre le systeme precedent et celui qui est developpe au Livre V, 
Chap. II, et qui repose sur la consideration du deplacement du 
,riedre (T), il suffira de remarquer que Ton a 

6) dx = a( du -+- %idv) -+- b(r t du -+- TQI^), 

j) do = a(q du -j- q\dv] b(p du -- p^dv) 

3t, par suite, 



En comparant a liquation (4) donne"e plus haut, on voit que 
I'on doit avoir, conform^ment aux formules (43) [II, p. 878], 



C9) 



et de la on deduit, comme il fallait s'y attendre, 
(10) 



D. IV. 
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Le rapprochement des formules prec^denles (4), (8) et de 
liquation (17) [II, p. 354] nous montre que I'on aura 



o designant la courbure de la section normale dont la direction 
est defmie par les differenlielles du, do. 

928. Cela etant, revenons aumouvementde la surface (6), qui, 
d'apres les proprieties deja donn<es au n 60, peut tre d^fini un 
roulement de () sur (0,). Nous avons vu que tout deplacement 
elementaire de () est une rotation autour d'un axe passant par le 
point de contact, situe dans le plan tangent conimun a (0) et 
(0,); et nous avons obtenu les formules suivantes. 

Soient #, y, z les coordonnees rectangulaires du centre instan- 
tane, c'est-a-dire du point de contact de ( ) et de (6 4 ), rapportees 
a des axes invariablement lies a (). Designons par P, Q, R, P<, 
O <7 R 4 les six rotations relatives a ce mouvement. Nous sa- 
vons (n S9) qu'en introduisant seulement trois fonctions auxi- 
liaires \ [A, u\ , on peut les exprimer par les formules suivantes 

' dx dx d& > d% 



(12) 



(3) 



dz dz 
-HtJL-r-j 
du ov 



dz . dz 

R 1= = [A! H- A 3-. 
n du dv 



Quant aux translations 5, TI, s, i i5 'An, Si , elles sont definies par 
les formules 



P* =o, 



j = o, 



par lesquelles on exprime que la vitesse du centre instantan^ con- 
sid^re comme appartenant a la surface mobile est nulle dans tout 
deplacement ^I6mentaire. 

Nous avons indiqu6 au n 60 que ces formules conduisent a une 
nouvelle m6thode de recherche des surfaces applicables sur une 
surface donnee. 11 est clair en effet que, si Ton donne la surface (6), 
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la determination des fonctions A, p., [x i en train era la connaissance 
de la surface (& { ). Tout se ramene done a la determination de ces 
trois fonctions. 

Si Ton porte les valeurs des rotations dans les trois Equations 



(16) 



dP dP, 



du 



les seules qui res tent a verifier, d'apres 1'analyse dun 59, on trouve 

d / dx , dx\ d I dx , dx\ , 
T-( flj-3 -- X-r^lH -- ([X^ -- X-r- )=(U[JL 1 
duy du dv J 09 \ dv duj Ul1 



et deux equations analogues en^ et s. Developpons et remplacons 
les derivees secondes de x par leurs valeurs (i) ; puis egalons a z^ro 

les coefficients de c, -j^"> On aura les trois equations 



(18) 



C/P 



dont Fintgration ferait connaitre les valeurs les plus generates 
deX, [A, p, 4 . 

929. Onpeut les ramener a une forme beaucoup plus elegante. 
Pour faire disparaitre dans la premiere les termes du premier 
degre, posons 



(19) 



p = 



_ 
"" 



D 4 , D',, D* etant les inconnues que nous substituons a X, {JL, JJL { . 
Apr^s substitution et quelques reductions, on trouve, en tenant 
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llmpte du systeme (5), les equations suivantes 



(20) 



toules pareilles a celles du systeme ( 5); en s or te que D,, D, D, 
satisfontaux memes equations que D, D', D. Nous aUons montrer 
en effet que ce sont les valeurs prises par D, D', D' lorsqu a la 
surface (0) on substitue la surface (,) 

930 Considerons le triedre (T) que nous avons rattachS a 
chaque point de (0) pour obtenir les formules de M. Codazzi et 
dont les rotations sont definies par les composantes^, q, r,p t , 
a rt relates aux axes de ce triedre. Pour avoir les compo- 

rv TV P' O' R' de ces rotations par rapport aux axes 
sanies r , v ? 1X ? * it x.i? < . 1 ,. % /AN 

choisis dans ce Chapitre, axes qui sont mvanablement lies a (8), 
mais quelconques, il faudra employer les formules 



( P'= ap -l- bq -t-er, 

1 q-a'p-irb'q+c'r, (22) 

Bornons-nous aux deux premieres et rempla ? ons-y a et b par 
leurs valeurs deduites des Equations 



En tenant compte de ce que 1'on a, en grandeur et en signe, 
(a4 ) H6r (1 -r,5, 

et utilisant les relations (9), on trouvera 



On aura des formules analogues pour Q', Q' 4 , R', R 
Consid^rant maintenant le triedre (T) comme attach^ non plus 
a la surface (0), mais a la surface (0, ), on trouverait de mSme pour 
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ses rotations P 77 , P<, ... les valeurs 

D', dx Dj dx - D'{ dx b\ dx 

- =- 



Dj, D,, D" designant les valeurs que prennent D, D 7 , D r/ quand 
on passe a la surface (< ). Quant a r et r { , leurs valeurs sent les 
memes, comme on sait, dans les deux cas, puisqu'elles dependent 
exclusivement de Telement lin^aire et de la maniere dont le 
triedre (T) est attache" a la surface, 

Cela pose, supposons que u et v prennent des accroissements in- 
finiment petits quelconques et que (T) prenne la position (T 7 ) 
dans la surface () et la position (T 7 ) dans la surface (0^. Le 
roulement de () sera celui qui amenera le triedre de sa position 
(T 7 ) en (T' 7 ). Or ce mouvement infiniment petit peut tre decom- 
pose en deux : Tun, qui amenera le triedre de (T 7 ) en (T ) et donnera 
naissance aux rotations T? f du P' f dv^ . . . ; Tautre, qui amenera 
le triedre de (T) en (T 7/ ) et donnera naissance aux rotations 
F f du + P* d,9) ---- II suit de la que Ton doit avoir 

P du + PI do = P'du H- PJ do - P'du P\ dv, 

et par suite 

P = P ff P', P 1 = PJ P^ 
c'est-a-dire 



et les expressions analogues pour Q, Q R, R<. 

On retrouve ainsi les formules (12) et (i3), mais avec les va- 
leurs (19) de\ [ji, [Ai ; et la proposition que nous avions en vue est 
entierement de'montre'e. 

931. Puisque la rotation infiniment petite relative a ckaque de- 
placement a son axe dans le plan tangent, il est clair que Ton 

peut poser 

dx n, 

~Tv w 
(28) 



R d u -+- RT do = -r- 5w -i- ~r^ 
du dv 
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QU et o> seront les difierentielles de u et de P, lorsqu'on se de- 
place suivant Taxe de cette rotation; ils le definiront mme en 
grandeur puisque, d'apres les formules pre*ce*dentes, ils represen- 
tentles accroissements de u et de 9 lorsqu'on passe de Torigine 
de cet axe infiniment petit a son extre*mite. 

Or, si Ton remplace P et P par exemple, par leurs valeurs 
deduites des formules (12) et (i3), il vient 

\ 
JL{ .\dii- {JLi dv o) + ( (J. du -+ X dv o<;) = o, 

et, comme cette relation doit etre v^rifi^e quand on y remplace ,r 
par y et js, il vient ne*cessairement 

a = X du |j.i dv, 
\v = p. du -h 



Ces formules contiennent toutes les relations entre le de~place- 
ment da centre instantane et la rotation qui lui correspond. En 
parliculier, si on les divise Tune par 1'autre, on obtient liquation 



(3o) fji^wowH- \(du OP -+- dvou)-ir pii^op = o, 

, . du %u 

qui ne conlient que les quotients -T-J <- et serapporte, par suite, 

uniquement aux directions de 1'axe instantan^ et du mouvement 
du centre instanlan^. Gomme 1' equation pre*cdente ne change 
pas lorsqu'on echange les caract^risliques rf, o } on voit que la 
relation entre ces deux directions est reciproque, Ainsi se 
trouve etablie la proposition annoncee au n 60. 

932. Imaginons maintenant que le centre instantan^ deprive 
une courbe (C) de (0). Cette courbe roulera sur la courbe homo- 
logue(Ci) de (i), et, si Ton considere les deux surfaces regimes 
lieux des positions successives de 1'axe instantane dans le sys- 
teme mobile et dans 1'espace, ces deux surfaces (R) et (R<), res- 
pectivement circonscrites a (0) et a (Q { ) suivant les courbes (C) 
et (.d), rouleront Tune sur 1'autre dans le d6placement consi- 
d^re. Elles seront done necessairement applicable^ Vune sur 
Vautre. 

Ainsi ? la connaissance de tout couple de surfaces applicables 
Tune sur 1'autre eutraine celle d'une infinite de pareils couples 
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formes avec deux surfaces gauches, et cela sans aucune integra- 
tion. Examinons mainlenanl les cas particuliers. 

933. II peut se faire que la direclion de Paxe instantane* coin- 
cide avec celle du deplacement da centre instantane\ On aura 

alors 4 

du oV dv ow = GJ 

et 1'equation (3o) nous donnera 

( 3 1 ) [JL du~ + 2 ) du dv H- pi dv z = o. 

II y a deux families de lignes (C) satisfaisant a cette equation 
differ en tielle. Si le centre mstantane decrit une de ces courbes, 
le mouvement se reduira au roulement d'une surface develop- 
pable surune autre developpable ; les deux aretes de rebrousse- 
ment seront tangentes a cbaque instant. Par cela seul qu'il y a 
roulement autour de la tangente commune, on peut affirmer que 
les deux aretes de rebroussement auront, a chaque instant, meme 
plan osculateur et m^me rayon de courbure. 

On peut done dire que Tequation (3i) de*finit deux direc- 
tions pour lesquelles deux courbes correspondantes tracees sur 
les deux surfaces (0), ( t ) ont m^me courbure ou mieux, comme 
les courbures geodesiques sont toujours 6gales, ont meme cour- 
bure normale. C'est ce que Ton peut verifier de la maniere sui- 
vante : 

Considerons deux sections normales correspondantes, dans(G) 
et dans (0, ); et soient p#, p' /t les rayons de courbure de ces deux 
sections. En appliquant successivement la formule (i i) aux deux 
surfaces, on aura 



et par suite, en vertu des equations (19), 



9n 

Cetle formule met en Evidence la proposition annoncee en 
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montrantque les courbesdefmiesparTequation differ en tielle (3i) 
sur les deux surfaces (), (,) ont leurs eourbures normales 
egates et de meme signe. Des a present, on peut en de*duire 
cette consequence que ces lignes ne peuvent se confondre avec 
les lignes asymptoliques de Tune ou de Tautre des surfaces (0), 
(0!) que si ces deux surfaces sont symetriques Tune de Pautre. 
Pour qu'il en soit ainsi, en effet, il faut que D i? D' n D, soient 
proportionnels a D, D', D" et cette condition de proportionnalite 
jointe a la premiere des Equations (20) entraine les relations 

D t = -D, D;=-D', D'( = -D", 

qui caracterisent deux surfaces symetriques. Ce cas particulier 
nous a servi de guide dans Fanalyse precedente. 

934. II est un autre cas particulier des plus inte*ressants dans 
lequel les deux surfaces reglees (R) et (R<) qui roulentl'une sur 
Fautre se reduisent ^ des surfaces deVeloppables. II a ete signale 
pour la premiere fois en 1891 par Ribaucour (* ). 

Supposons que le centre instantane se dplace suivant nne 
courbe (G<) de la surface (i). Pour que 1'axe de la rotation in- 
stantanee de'crive une surface developpable, il faut evidemment 
qu'il coincide soit avec la tangente a la courbe (C<) soit avec la 
conjuguee. Nous venons d'etudier la premiere hypothese, exami- 
nons mainlenant la seconde. Pour qu'elle se realise, il faudra que 
les deplacements d6finis par les caracteristiques d et o soient a la 
fois reciproques dans le sens indique' plus haut et conjugues par 
rapport a (B i ). Mais, si la surface re'gle'e circonscrite a (81 ) se re- 
duit a une developpable, elle ne peut rouler que sur une develop- 
pable et, par suite, les deux deplacements sont conjugue's a la 
fois par rapport a (0) et a (0<). G'est d'ailleurs ce que montre 
imm^diatement Tanalyse; les trois Equations 

D du u -H D'(du op -H dv $u) -+- D" dv SP = o, 
D! du own- D; (du SP HT dv ow) -+-DJ dv OP = o, 

= o, 



( J ) RIBAUCOUR (A.), Sur les systemes cy cliques (Comptes rendus de I'Aca- 
de'mie des Sciences, t. CXIII, p. 3a4; 24 aoAt 1891). 
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se reduisant necessairement a deux en vertu des relations (19). 

D 1 apres ces relations, ces courbes du systeme conjugue com- 

mun a (0) et a (0j ) se determineront par Pequation differentielle 



(33) 



dii- du dv dv* 
D" _ D' D 

DI -D; D! 



Elles ne seront indeterminees que dans le cas ou les deux sur- 
faces seront symetriques Tune de 1'autre. La double famille qu'elles 
forment ne se r6duira a une famille unique que si les deux sur- 
faces (0), (61 ) sont rgle"es Tune et Fautre, leurs generatrices rec- 
lilignes etant des lignes correspondanles. Toutes ces proprietes 
peuvent etre prevues et demontrees a priori. Quand une corres- 
pondance, point par point, est tablie entre deux surfaces d'ail- 
leurs quelconques (S) et (S|), il existe, en general, un syst&me 
conjugue de (S), et un seul, qui correspond aun syst&me conjugue 
de (S^). En effet, a tout r^seau conjugue de (S) correspond sur 
(S 4 ) un systeme de courbes qui divisentharmoniquement le reseau 
des lignes correspondantes aux asymptotiques de (S). Si Ton veut 
qu'elles soient, en outre, conjugue*es sur (S), leurs tangentes en 
chaque point seront pleinement definies par la condition de di- 
viser harmoniquement deux angles, en general distincts. Si les 
lignes asymptotiques de (S) ne correspondent pas a celles de (S 4 ), 
il y aura un reseau repondant a la question et compose de deux 
families distinctes, reelles ou imaginaires. Si une famille de 
lignes asymptotiques de (S) correspond a des lignes asympto- 
tiques de(Si), le reseau conjuguesereduiraa une famille double, 
ibrmee des asymptotiques qui se correspondent. Enfin, si a toutes 
les lignes asymptotiques de (S) correspondent les lignes asympto- 
tiques de (S^, tout reseau conjugue de Tune des surfaces aura 
pour homologue un reseau conjugue' de la seconde ( i ). 

Dans le cas particulier ou les surfaces correspondantes sont 



(*) Dans cet ordre d'id^es, le lecteur d^montrera facilement la proposition 
suivante : Quand on connait les lignes asymptotiques d'une surface (S), on peut 
la faire correspondre, point par point, & un plan de telle maniere que tout reseau 
orthogonal du plan ait pour homologue un reseau conjugue" de ia surface; etcela, 
sans aucune integration, 
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applicables Tune sur Fautre, nous avons vu au n 723 qu'en dehors 
des cas spe'ciaux signales plus haul les lignes asymptotiques ne 
sontjamais des courbes correspondantes. Done le systeme con- 
jugue existera toujours et se composera de deux families distinctes 
reelles ou imaginaires. Ces deux families auronl me'me cette pro- 
priete particuliere que les tangentes aux deux courbes qui passent 
au mme point feront le meme angle sur les deux surfaces. 

Cela pose, soient (C), (Cj) deux courbes correspondantes 
appartenant a Tune ou a Pautre famille et tracees sur les deux sur- 
faces. Les deux de"veloppables circonscrites suivant ces courbes 
aux deux surfaces seront e*videmment applicables Tune sur Pautre; 
car elles ne sont autres que les deux surfaces regimes (R) et (R,) 
considerees au n 932. On peut d'ailleurs le reconnaitre directe- 
nient; le lecteur tablira sans peine que, pour les deux de\elop- 
pables, le segment de la generatrice rectiligne intercept^ entre la 
courbe de contact et Farte de rebroussement a la mme valeur, 
et de la il de*duira que les deux aretes de rebroussement des d- 
veloppables ont mme arc et m^me rayon de courbure aux points 
correspondants, ce qui suffit & etablir le r^sultat annonce. 

935. Au sujet de ce systeme conjugue commun a deux surfaces, 
M. Kcenigs a fait une remarque tres int^ressante que nous allons 
rappeler. 

Si Ton prend comme variables les parametres u et v des deux 
families conjugu^es qui le composent, on salt que les trois coor- 
donn^es carte*siennes des points de chaque surface satisfont a une 
equation line'aire telle que la suivante 



t*<\ o 

(34) -TT H-a -h Q-T- = o. 

du dv da r dv 

II devrait done y avoir deux equations distinctes de cette forme, 
Tune pour (6), Fautre pour (0 4 ). En reaiit<$, il n'y en a qu'une; 
et si Ton suppose d'ailleurs les deux surfaces dans une position 
relative quelconque, mais fixe, les six coordonne*es x> y, z\ x^ 
y(, ^i de deux points correspondants satisfont a une m&ne equa- 
tion lin^aire de la forme pre"ce"dente. Telle est la proposition de 
M. Kcenigs. 

La demonstration en est d'ailleurs presque immediate. Elle r6- 
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suite de ce que, dans 1'equation pre'ce'dente, a et J3 sont relies aux 
coefficients E, F, G de P element line"aire par les formules 

(35) If + aE-4-pF = o, ig + aF+pG^o, 

dont nous avons deja fait usage. 

M. Kcenigs a ajoute* que la me'me equation (34) admet aussi la 
solution 

(36) 8i = a? 2 -f- j 2 4- ^- x\ -7? - s\. 

II suffit, en eflel, de substituer celte solution et de tenircompte 
de ce que #, y, z, X{, y\, z\ sont des solutions particulieres pour 
obtenir la condition 

Sdx dor C\d&\ d%\ __ 
^^~~ 2 O~^r W ""' 

qui est evidemment verifiee. Nous verrons plus loin le parti qu'on 
peut tirer de ces diffe'rentes propriet^s. 

936. L'emploi du deplacement a deux variables que nous ve- 
nons d'etudier nous permet de presenter sous une autre forme 
le theoreme fondamental que nous avons demontre au n 761, 
relativement aux sjstemes cycliques. Considerons d'une maniere 
generate une droite (d) invariablement lie a (8) et entrainee dans 
le mouvement de cette surface, et soit m son point d'intersection 
avec le plan de contact de () et de (&\ ). Le point m decrira une 
certaine surface dont le plan tangent en m sera celui qui projette 
la droite (d) sur le plan de contact. En eflfet, tous les dplace- 
ments e"lementaires e*tant des rotations autour de droites situe*es 
dans le plan de contact, la vitesse d' entratnement du point m 
dans ces deplacements sera ton jours la normale k ce plan ; quant 
sa vitesse relative, elle sera' dirigee evidemment suivant la 
droite (d). Le plan tangent cherche" devra etre normal au plan de 
contact et passer par la droite (rf). 

Cela pose", conside"rons une sphere (S) de rayon nul, ayant son 
centre en un point M invariablement lie a (). Elle couperaleplan 
de contact suivant un cercle (C) dont les positions successives en- 
gendreront une congruence. Soit (d) une ge"ne"ralrice rectiligne 
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determinee de (S) ; elle coupera le cercle en un point variable m\ 
et, d'apres la construction du plan tangent que nous venons d'in- 
diquer, la surface (S) decrite par le point m sera normale au 
cercle. C'est le resultat deja demontr au n 762. 

937. A la famille des surfaces (S) normales aux cercles, on doit 
associer deux autres families d'enveloppes de spheres formant 
avec la premiere un systeme triple orthogonal (n 477). Les posi- 
tions successives du cercle (C) qui engendrent ces deux families 
de surfaces correspondent aux deux series de roulements dans 
lesquels le centre instantane d^crit une des courbes du systeme 
conjugue commun a (0) et a (0i). II suffira, pour le demontrer, 
d'etablir que les developpables de la congruence engendree par 
1'axe du cercle (C) dans ses differentes positions correspondent a 
ces memes courbes conjuguees (n 472). 

AbaissoBS du point M invariablement lie a (0) une perpendicu- 
laire surle plan de contact de (6) et de (0,).Les differentes posi- 
tions de cette perpendiculaire seront les axes des positions 
successives du cercle (C). Si Ton se deplace sur la surface (<), 
deux positions conse'cutives de k perpendiculaire seront perpen- 
diculaires a lacaracteristique du plan tangent a (i), c'est-a-dire a 
la tangente conjuguee de la direction du d^placement. Pour que 
la perpendiculaire engendre un element de surface dveloppable, 
il sera done necessaire et suffisant que le d^placement du point M 
soit, lui aussi, perpendiculaire a cette conjuguee. C'est ce qui aura 
lieu si cette tangente conjuguee est 1'axe de rotation du deplace- 
ment, c'est-a-dire si ce deplacement a lieu suivant une des 
courbes du systeme conjugu^ commun a () et a (<)- Nous obte- 
nons ainsi les deux series de developpables de la congruence et 
notre proposition est 6tablie. 

Au reste, Panalyse en fournit aussi une demonstration des plus 
simples. 

938. Nous avons vu (n 758) [III, p. 348] que si, de chaque 
point d'une surface comme centre, on d^crit une sphere de rayon 
variable, les points de contact de cette sphere avec son enveloppe 
demeurent invariables quand la surface se d^forme en demeurant 
applicable sur elle-meme. Par suite, si, du point de contact de (0) 
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et de (<) pris comme centre, on decrit une sphere dont le rayon 
varie suivant une loi quelconque, les points ou cette sphere louche 
son enveloppe sont les memes, qu'on la considere, soit comme 
appartenant a(@), soit comme appartenant a (6^). En d'autres 
termeSj on obtiendra deux enveloppes de spheres, Tune dans 
Tespace, 1'aulre dans le systeme mobile. Ces deux enveloppes 
glisseront Tune sur 1'autre et seront toujours tangentes en deux 
points places sym^triquement par rapport au plan de contact de (0) 
etde(0,). 

Considerons,en particulier, une sphere d^finie dans le systeme 
fixe par Fequation 

(37) 



z\ sont les coordonnees du centre instantane par rap- 
port a des axes fixes et ou 9 est une solution quelconque de l'- 
quation (34) relative au syst&me conjugue commun. La sphere 
touche son enveloppe en deux points P, P ; qui sont les m&rnes 
quand on la considere comme faisant partie, soit du systeme fixe, 
soit du systeme mobile; mais la corde de contact PP' engendre 
deux congruences distinctes, suivant qu'on la rattache a Tune ou a 
1'autre des surfaces (0), (i) Bien que distinctes, ces congruences 
ont achaque instant lesmmes plans focaux; car ces plans focaux 
doivent etre (n 473) perpendiculaires aux tangentes du systeme 
conjuguS commun. On peut done dire que les developpables de 
la congruence engendree paries droites PP' se conservent lorsque 
la surface (0) se deforme en entrainant ces droites de mani&re a 
venir comcider avec (i), et elles correspondent aux courbes du 
syst&me conjugue commun & (6) et a (Oj). Ajoutons toutefois que, 
si les plans focaux des droites de ces congruences demeurent in- 
variables, il n'en est pas de mme de leurs points focaux. 

Appliquons la remarque generate prcdente au cas ou Ton 
choisit pour 9 une solution particuliere deja indiquee plus haut. 
Si x, y^ z d^signent les coordonnees du centre instantan^ par 
rapport & des axes invariablement lies a (8), nous avons vu que 
Tequation (34) admet la solution 



6i = ns\ 
Gomme la sphere repr^sent^e par Uequation (3y) a, dans ce cas, 
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pour rayon 



t-'Si 6 i ou 
son equation par rapport ajux axes mobiles sera ^videmment 



ou encore 

Xa-hYs-f-Z a 2X# 2Yj 2Z,3 = o, 

et elle passera par un point fixe du systeme mobile, a savoir Pori- 
gine des coordonnees; de sorte que sa corde de contact sera la 
perpendiculaire abaissee de ce point sur le plan de contact de(0) 
et de (0? elle sera 1'axe du cercle appartenant au systeme cy- 
clique determine par la sphere de rayon nul ayant son centre en ce 
point. Par suite, dans ce cas particulier comme dans celui ou 6 est 
une solution quelconque de Tequation (34), les developpablesde 
la congruence engendree par cet axe correspondront aux courbes 
du systeme conjugu commun a (6) et a (i). 

939. D'apres cela, si M designe un point du systeme mobile in- 
variablement lie a (0), le systeme cyclique derive de ce point se 
definira comme il suit. 

Les differents cercles (C) du systeme seront les intersections 
du point-sphere M avecles positions successives du plan de con- 
tact de(@) etde (6,). 

Les differentes surfaces (S) normales aux positions successives 
du cercle (G) seront engendrees par le point d'intersection, avec 
ce plan de contact, d'une g^n^ratrice rectiligne determin^e, mais 
quelconque, du point-sphere M. Chacune de ces surfaces consti- 
tuera Tuniqne nappe focale situe a distance finie de la congruence 
engendree par cette gnratrice iso trope. 

Enfin les deux families de surfaces (E), (E ; ) qui competent 
avec la famille (S) le systeme triple orthogonal se definiront de la 
maniere suivante : Quand le point de contact de () et de (% { ) 
decrira une des courbes du systeme conjugue commun, 1'axe du 
cercle (C) engendrera une surface developpable (A) ; les diflfdrentes 
positions de ce cercle engendreront une des surfaces (E) ou (E ; ), 
qui sera une enveloppe de sphere et sera touchee, en tous les 
points du cercle (C), par la sphere qui contient ce cercle et a son 
centre au point de contact de 1'axe du cercle et de Farte de re- 
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broussemeat de la developpable (A), c'est-a-dire a Tun des points 
focaux de cet axe. 

Achaque cercle (C) correspondent evidemment deux spheres 
qui le contiennent et qui ont pour centres les deux points focaux F 
et F' (fig- 86) de Paxe de ce cercle. Comme le rayon du cercle 
(C) est egal a z.MP, P designant le point ou 1'axe du cercle coupe 
le plan de contact, les angles <p et cp' sous lesquels les deux spheres 
coupent le plan de contact sont evidemment determines par les 

formules 

.MP , .MP 

tan S? = <i?p> tangcp' = 8 _, 

et, comme elles sont orthogonales, on aura necessairement 

MP*=FP.F r P. 

En d'autres termes, les foyers F. F' divisent harnioniquement le 
segment forme parle point M et son sjm6trique relativement au 
plan de contact. 

Le lecteur pourra verifier cette relation en e*tudiant directement 
la congruence rectiligne forme"e par 1'axe du cercle (C); il re- 
connaitra egalement ce fait important que Tangle cp sous lequel le 
plan de contact est coupe par une des spheres demeure le me'me 
pour chaque position de (0) et de (0^ lorsqu'on substitue au 
point M tout autre point M^ invariablement lie, lui aussi, a (0). 
Nous preferons etablir ce dernier resultat parlamethode suivante. 

940. Soient M, M.^ deux points du systeme mobile invariable- 
ment li^s a (0). Les perpendiculaires abaissees de ces points sur le 
plan de contact de () et de (0<) engendrent deux congruences 
distinctes dont les developpables se correspondent, puisqu'elles 
correspondent au mme systeme conjugue de (0). Envisageons 
d'une maniere g^nerale les congruences engendrees par deux 
droites paralleles et pour lesquelles les developpables se corres- 
pondent. Voici les proprie'te's generales que nous avons deja si- 
gnalees a leur e*gard (n 920) et que nous completerons en les 
demontrant de nouveau par une voie directe (*). 

(*) Ribaucour y avait ^te conduit de son c6t^ et les a enonce"es dans une Note 
Sur les systemes cycliques inserSe le 17 aout 1891 au Tome CXIII des Comptes 
rendus de I'Academie des Sciences (p. 3o4 et 324). 
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941. Soient(rf) et (d r ) (Jig. 85) les deux droites parallels; 
F, F, les points focaux de la premiere; F', F, les points focaux 
correspondants de la seconde. Quand les droiles varient, ces points 
focaux decrivent les nappes focales des deux congruences, nappes 
que nous designerons respectivement par les lettres (F), (p), 

Fig. 85. 




(F|) ? (F,). Cela pos, quand la droite (d) engendre une dve- 
loppable, elle demeure tangente, par exemple, a la courbe d^crite 
par le point F et alors la droite (d!) demeure tangente a la courbe 
decrite par le point F'. Les deux courbes decrites par F et par F' 
ayant leurs tangentes paralleles ont, par suite, leurs plans oscu- 
laleurs paralleles ; et comme ces plans osculateurs (n318)sont 
les plans tangents aux nappes (F< ), (F', ), il en resulte que ces deux 
nappes se correspondent par parallelisme des plans tangents. En 
consider ant Fautre serie de developpables on demontrera de m^me 
que les plans tangents aux points correspondants de (F) et de (F) 
sont paralleles. D'apr&s les propositions enoncees au n 319, les 
developpables engendrees par (cf) et par (d f ) correspondent a un 
sjsteme conjugu trace sur les quatre nappes, et, d'apres d'autres 
propositions donnees au n426, on sait que, lorsque deux surfaces 
se correspondent par plans tangents paralleles, les courbes du 
systeme conjugu^ commun ont, sur les deux surfaces, leurs tan- 
gentes paralleles. De plus, lorsqu'on se d^place suivant 1'une des 
courbes du systeme conjugu commun, la droite qui joint les 
points correspondants des deux surfaces engendre aussi une deve- 
loppable. Nous voyons done qu'ici les droites FF', F< F\ engendre- 
ront des developpables en mgme temps que les droites (d) et 
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Considerons d'abord les developpables pour lesquelles les arltes 
de rebroussement sont decrites par les points F et F; la caracte'- 
ristique da plan des deux droites sera alors la ligne FF'. Dans 
Vautre s^rie de ddveloppables ce serait la droite FjF',. Done la 
surface enveloppee par le plan des deux droites louche ce plan 
au point P de renconfre de FF et de F< F\ . D'autre part, comme 
les deux tangentes PFF', PF < F' 1 dcrivent en meme temps des de- 
veloppables, il est n^cessaire qu'elles soient conjuguees et que, 
dans la premiere serie, lorsque F, F 7 decrivent des courbes tan- 
gentes aux deux droites, le point P decrive une courbe tangente 
. Ainsi: 



Si deux droites paralleled engendrent des congruences dont 
les developpables se correspondent, le plan de ces droites 
louche une certaine surface (S) et les points focaux des deux 
droites sont sur deux tangentes conjuguees de (S); de telle 
sorte que les congruences formees de ces droites correspondent 
aux deux families de courbes de (S) admettant les deux tan- 
gentes conjuguees. 

Lorsque le point P decrira une de ces courbes conjuguees, les 
deux droites (rf), (d 1 ) seront tangentes aux deux courbes qui sont 
decrites par les points ou elles sont coupees par la tangente con- 
jugue"e de la direction suivie par le point P. 

942. On peut aj outer encore la propriete suivante : 
Definissons un rayon R par l^galite* 

_PF _ R 
PF' ~ R ~t- A ' 

ou h designe une constante quelconque. Decrivons, du point P 
comme centre, des spheres (S), (S') de rayons R etR-j- A. Lapo- 
laire de (d) par rapport a (S)sera la corde de contact de cette 
sphere avec son enveloppe; et de meme la polaire de (d r ) par 
rapport a (S'). 

En effet, menons par la droite (d) unplan (P ) tangent a (S). En 

vertu de la relation pr^cedente, le plan parallele (P') mene" par (d f ) 

sera tangent a (S ; ) et il sera a la distance h du premier. Comme les 

deux plans ainsi construits ont leur distance invariable, ils enve- 

D. - IV. 9 
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lopperonl evidemment deux surfaces paralleles; et, pour lout de- 
placement, leurs caracteristiques, necessairement paralleles, seront 
perpendiculaires a la normale commune des deux enveloppes. En 
d'autres termes, toute droite rencontrant ces deux caractrisliques 
rencontrera aussi la normale commune aux deux surfaces pa- 
ralleles. 

Or quand les droites (d) et (d 1 ) decrivent des de~veloppables, 
celles par exemple pour lesquelles les aretes derebroussementsont 
decrites par les points F et F', la caracte"ristique du plan (P) passera 
Evidemment en F et celle du plan (P') en F'. Done la droite FF 
rencontrera la normale commune aux deux enveloppes. Gomme 
on peut repeter le me*Hie raisonnement pour la droite F { F\ on 
voit que la normale commune ira passer en P au point de ren- 
contre de FF et de F, F', . Par suite, les points de contact des plans 
fP) et (P 7 ) avec leurs enveloppes sont sur la perpendiculaire 
commune abaissee de P sur ces deux plans; ce sont precise"ment 
les points de contact des spheres (S), (S') avec ces plans; de 
sorte que les enveloppes de ces deux spheres sont identiques aux 
enveloppes des plans. Cela <tablit la proposition annoncee. 

Nous avions vu au n 474 que si, des differents points d'une 
surface comme centre, on decrit une sphere de rayon variable R, 
les points focaux de la polaire de la corde de contact de la sphere 
avec son enveloppe sont sur deux tangentes conjuguees de la sur- 
face; et il resulte de 1'analyse developpe'e dans ce numero que 
deux spheres dont les rayons different d'une constante donnent 
dans le plan tangent deux polaires paralleles appartenant a des 
congruences dont les developpables se correspondent. Les consi- 
derations geometriques que nous venons d'exposer prouvent que 
Von, obtiendra par cette construction tons les systemes de deux 
droites paralleles engendrant des congruences dont les de- 
veloppables se correspondent. 

943. Pour completer P6tude de ce sujet, nous e'tablirons la 
re'ciproque de la proposition demontree au n 474, en prouvant 
que si une droite (d) (fig* 85), situ6e dans le plan tangent d'une 
surface (S) et definie pour chaque position de ce plan, engendre, 
lorsqu'il varie, une congruence telle que ses points focaux F, F { 
soienl toujours situes sur deux tangentes conjuguees PF, PF< de 
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(S), elle peut toujours tre considere*e comme la polaire de la 
corde de contact (pour abreger nous dirons polaire} d'une sphere 
variable ayanl son centre sur la surface (2). Le rayon de cette 
sphere sera determine a un facteur constant pres. 

Supposons, en effet, que la droite FF { se deplace de maniere a 
engendrer la developpable pour laquelle le point focal est F; la 
caracteristique du plan tangent sera evidemment PF et, par suite, 
le point P se deplacera suivant PF< ; les droites PF, PF, engen- 
dreront des elements de surfaces developpables. En repetant ce 
raisonnement pour le second point F i on etablira que les deve- 
loppables de la congruence engendree par FF, correspondent sur 
(S) aux courbes du reseau conjugue* admettant en P les tangentes 
PFj PFj ; et, par consequent, que la surface de*crite par le point 
F sera couple suivant deux families de courbes conjugue'es par 
les developpables de la congruence engendree par PF. Si done x, 
y, z designent les coordonne'es cartesiennes du point P : si p, p^ 
sont les parametres des deux families conjugu^es tracees sur (S) 
(p restant constant sur les courbes qui admettent la tangente PF { ) ? 
les coordonne'es cartesiennes du point F seront (n 418) 

6 dx dy 8 ds 

^""W^"' y~~Wdj' S ~"~rtdt' 
dp dp dp 

6 e*tant une certaine solution de Tequation lineaire du second 
ordre a laquelle satisfont x, y, z conside*rees comme fonctions 
dep, p f . 

En faisant varier p 4 et diffe*rentiant les expressions pr^cedentes 
des coordonnees de F, on aura les parametres directeurs de FF^ 
qu'on pourra mettre sous la forme 

dx dx dy dy dz dz 



dp dpi dp dpi dp dpi 

et la symetrie parfaite de ces expressions conduit a adopter pour 
les coordonnees du point F< les valeurs suivantes 

6 dx_ __ 6___ dy_ __ 6 dz 

^"~7T^' y <ft_ d ?i ' Z d^ dpi' 
dpi dpi dpi 

qui sont les seules satisfaisant a la question. 
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Or il suffit de comparer ces expressions des coordonnees des 
points focaux F, F 4 a celles que nous avons donnees au n 474 
pour reconnaitre que la droite (d} sera la polaire de toutes les 
spheres dont le rayon R satisfait a la condition 

"RT^ T 
el de celles-la seulement. On tire de la 



a d^signant une constante quelconque, et notre proposition se 
trouve ainsi entierement etablie. 

944. Cette proposition nous montre que les differentes droites 
( d) situes dans les plans tangents d'une surface (S) peuvent en- 
gendrer deux especes bien distinctes de congruences : les unes 
pourlesquelles les points focaux de la droite ne sont pas sur deux 
tangentes conjuguees de (S); les autres, au contraire, pourles- 
quelles les tangentes contenant ces points focaux sont conjuguees. 
Pour ces demises seulement, la droite de la congruence peut 
etre definie comme la polaire d'une sphere variable ayant son 
centre sur la surface donne. Ces congruences sont anssi les seules 
pour lesquelles il existe dans le plan tangent de (S) des droites (d 1 ) 
parall&les a ( d} et qui engendrent des congruences dont les deve- 
loppables correspondent a leurs developpables. Si Ton d^signe 
par d et d'les distances des droites (d) et (d f ) au point P, on doit 
avoir, d'apres une propriety etablie plus haut, 

h 



-. - - _ 

d~~PF~~ R "" aO^"^ 1 ^!"' 

On voit done que la droite (d!) d^pendra de la seule conslante 
~; par suite, dans chaque plan tangent de (2), il y aura un seul 

iaisceau de droites (df) paralleles a (rf); et les distances mutuelles 
de ces droites conserveront un rapport invariable lorsque le plan 
tangent variera. 

Si des droites (d) sont les polaires d'une famille de spheres 
ayant leur centre sur (S), cette proprit< se conserve, d'apr&s le 
^tabli au n 738 et d^ja rappele au n 938, lorsque la sur- 
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face se deform e en entrainanL les spheres, les plans tangents et 
les droites (d). Par consequent, la distinction que nous avons 
&ablie entre les congruences engendrees par les droites situees 
dans les plans tangents de (S) subsiste apr&s une deformation 
quelconque de cette surface : si les droites (d) etaient les polaires 
d'une famille de spheres, elle conserveront cette proprite apres 
la deformation; elles ne pourront Tacqu^rir si elles ne la poss- 
daient pas. Nous pouvons conclure de la qne : 

Si deux droites paralleles situees dans les plans tangents 
de (S) engendrent des congruences pour lesquelles les deve- 
loppables se correspondent, elles conserveront cette propriete 
lorsque (S) se deformera en les entratnant. 

Nous ferons usage plus loin de cette proposition. 

945. Revenons aux syst&mes cycliques et aux deux congruences 
engendrees par les perpendiculaires abaissees de deux points M, M, 
surleplan tangent commun a (6) eta^). Le plan de ces deux per- 
pendiculaires est le plan projetant de la droite MM^ . Done (n936) 
iltouchera son enveloppe au point m ou cette droite prolongee va 
rencontrer le plan de contact (fig- 86). 

Done, d* apres la proposition du n 941, les points focaux F, F ; 
et F M F\ (fig. 86) des droites MP et MiPi sont situes deux a 
deux sur des droites concourantes en m\ et ces deux droites mF, 
mF f sont meme des tangentes conjuguees de la surface lieu du 
point m. Soit (C) le cercle relatif an point M, (C< ) le cercle relatif 
au point M 4 . Les spheres qui contiennent ces deux cercles et qui 
ont pour centre, la premiere le point F, la seconde le point F 
coupent le plan de contact sous des angles cp, <? { determines par 
les formules 

.MP 



Les deux points F, F< etant en ligne droite avec m, on aura vi- 

demment 

tango = tangcp t . 

Done, pour tous les syst&mes cycliques correspondants a la 
triple infinite de points que Vonpeut rattacher a (6), les enve- 
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loppes de spheres engendrees par les differents, cercles lorsque 
le centre instantane decrit une des coarbes du systeme con- 
jugut commun, coupent toutes sous le mme angle le plan de 
contact de (6) et de (S { ). 

Fig. 86. 




Ajoutons la remarque suivante : les rayons des deux cercles (C), 
(d) peuvent etre pris egaux en grandeur et en signe aux or- 
donn^es PM, PiM,, multiplies Tune et Fautre par i. Avec ce 
signe donn^ aux rayons, m est le centre de similitude des deux 
cercles. L'un quelconque des deux plans isotropes que Ton peut 
mener par la droite MMj touchera les deux points spheres M etM, 
suivant deux droites isotropes invariablement lies au systeme 
mobile et eoupera le plan de contact suivant une des tangentes 
communes menses de m aux deux cercles. Done les deux points 
de contact de chacune de ces tangentes decriront deux surfaces 
normales aux deux cercles, et ces surfaces seront parallMes 
puisque la distance des deux points de contact sur les deux cercles 
est constante et gale, comme on le d&nontre ais^ment, a la 
distance des deux points M, M^ . 

946. On peut computer cette etude du mouvement de (0) 
sur (><), determiner par exemple les points ou une surface inva- 
riablement li^e a (0) touclie son enveloppe, points qui sont les 
pieds des normales abaiss^es du centre instantan^ sur la surface. 
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On determinera de meme les points focaux de la congruence 
engendree par une courbe invariablement liee a (6). On peut 
aussi etudier la congruence engendree par les courbes (K) qui 
sent les sections d'une surface (S) invariablement liee au syst&me 
mobile par le plan de contact de (0) et de (,). On reconnaitra 
aisement par la Geometric comment on peut assembler ces 
courbes (K) en families admettant une enveloppe. Nous nous 
bornerons a consid^rer avec Ribaucour le cas ou la surface (S) se 
reduit a un plan (P) qui coupe le plan de contact suivant une 
droite (rf). Nous allons montrer que les developpables de la con- 
gruence engendree par cette droite correspondent aux courbes 
du systeme conjugue commun et que leurs points focaux sont 
sur les tangentes menees a ces courbes au centre instantane. 

Le lecteur fera aisement la demonstration g6omtrique. Nous 
nous contenterons d'employer Panalyse. 

Si, du point de contact de (0) et de (j } comme centre, on de- 
crit une sphere tangente au plan (P), la droite (d) sera evidem- 
mentla polaire de la corde de contact de cette sphere avec son en- 
veloppe. Pour retrouver le tbeoreme que nous voulons etabh'r, il 
suffit de se rappeler la proposition du n 474 et de remarquer 
qu'ici le rayon de la sphere est une fonction lindaire a coefficients 
constants des coordonnees x, y^ z d^finies au n 938. Par suite, 
liquation ponctuelle relative au systeme conjugu^ dont il est 
question au n 474 est bien celle a laquelle satisfont x^ y, z, x^ 
y^ Zi et qui se rapporte au systeme conjugu^ commun a (0) et 

a(e ( ). 

Cette demonstration suppose essentiellement que le plan (P) 
n'est pas isotrope. Mais la proposition subsiste mme dans ce cas 
exceptionnel. II suffit de remarquer que, dans le cas general, on peut 
prendre pour le rayon de la sphere non plus la distance au plan (P), 
mais une quantity proportionnelle a cette distance (n943), c'est- 
a-dire une fonction lin^aire a coefficients constants des coordon- 
n^es x, y, z qui, ^gal^e a zero, donne liquation du plan (P). 
Ainsi enoncee, la proposition subsiste sans modification lorsque le 
plan (P) devient isotrope. 

947. Si nous considerons deux plans paralleles (P), (P) inva- 
riablement lies au systeme mobile, nous obtiendrons deux, droites 
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(d), (<$) dont * es P^ ans f caux seront ncessairement paralleles 
et dont les points focaux seront surles deux tangentes conjugu^es 
de (6) et de (0< ) relatives au centre instantane. 

En particulier, si les plans (P), (P') sont isotropes, les deux 
droites (rf), (d!) sont normales Tune et 1'autre aune surface (n 762) 
etpuisque leurs plans focaux sont paralleles, deux des surfaces 
normales a ces droites admettent la m&me representation sphe- 
riquepour leurs lignes de courbure. Ces deux surfaces seront 
decrites par les points d* inter section du plan de contact et de 
deux droites isotropes paralleles invariablement liees d (0), 
situees respectivement dans les plans (P) et (P). 

Ainsi la connaissance d'un couple de surfaces applicables Tune 
sur Fautre entraine celle d'une infinite de couples de surfaces ad- 
mettantla nime representation spherique. Dans les Chapitres sui- 
vants, nous etablirons la rciproque et nous mettrons en evidence 
les relations qui existent entre le probUme de la representation 
spherique et celui de la deformation infiniment petite, en develop- 
pant les resultats qui ont 6te indiques d^s 1882 et i883 dans une 
serie de Communications faites a FAcad^mie des Sciences. 
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CHAPITRE VII. 

LES SYSTEMES CYCLIQUES ET LES SURFACES APPLICABLES. 

Rappel des formules Stabiles au Livre IV, Chap. XV, et relatives au systeme ortho- 
gonal forme par les lignes de courbure. Relation entre les deux equations, 
ponctuelle et tangentielle, relatives au systeme conjugue forme par ces Hgnes, 

Determination des surfaces admettant la m&me representation spherique 
qu'une surface donne"e (S). Rappel de la premiere solution. Theorem e de 
Ribaucour qui montre que les surfaces cherchees admettent pour normales les 
cordes de contact d'une famille de spheres ayant leur centre sur la surface (). 

Determination des systemes cy cliques engendr^s par des cercles normaux 
a (S). Proprietes geometriques relatives aux systemes cycliques. Propo- 
sitions qui rattachent la the"orie de la representation spherique celle de la de- 
formation des surfaces. Determination des systemes cycliques deduite d'un 
couple de surfaces applicables. Ce que deviennent les reseaux I, II, III du 
Chapitre III pour un couple de surfaces applicables (6), (6,). Definition 
nouvelle de la methode de transformation introduite au n 903 sous le nom 
tf inversion composee. Les formules qui permettent de definir le roulement 
de (9) sur (& t }- Determination de tous les systemes triples orthogonaux 
pour lesquels une des families est composee de surfaces a lignes de courbure 
planes dans un systeme. 



948. Rappelons rapidement les resultats etablis au Livre IV, 
Chap. XV [II, p. 338 et suiv.]. Nous avons design^ par #, y, z 
les coordonne"es rectangulaires d'un point variable d'une surface 
quelconque (S) 7 par c, c 1 r , c" les cosinus directeurs de la normale 
en ce point et nous nous sommes propos6 de trouver tous les 
systemes cycliques formes de cercles normaux a (S). Pour cela 
nous avons pris comme point de depart les equations d'Olinde 
Rodrigues 



dx _ dc dy _ dc r dz -. dc" 

H-R^o, -f-H-R T -=o, T --HR T -=o, 

dp dp dp dp dp dp 

dx _ dc dy ^ dc' dz D dc" 

^ h RI T - = o, -f- H. R t . = o, T h- RI -r = o, 

^pi ^pi dpi dpi dpi dpi 

ou p et p { de*signent les parametres des lignes de courbure, R et ^ 
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les rayons de courbure principaux de (S). Considerons d'une ma- 
mere generale le systeme 



w dp d? ' dpi dpi 

II resulte des formules precedentes qu'il admet les solutions 
particulieres 

(3) *[;;*' ^ y j *"*;. 

mais nous avons aussi remarque" (n481) qu'il admet encore la so- 
lution particuliere definie par les Equations 



(4) * rr"" "", [JL = C^ -H C> -h C^5. 

Si Ton elimine X entre les deux Equations (2) on sera conduit a 
liquation du second ordre 



qui, devant admettre les solutions particulieres 

c, e', c v , ex -+ c r ^ -4- c ff ^, 

sera 1' equation tangentielle relative au systeme conjugue forme 
par les lignes de courbure de (2). De me*me si, entre les deux 
equations (2), on elimine p., on trouvera que X satisfait a liqua- 
tion 



qui n'est autre que l'equation/>o/zc^e//e relative au m^me systeme 
conjugue puisqu'elle admet les solutions particulieres 



La liaison que le systeme (2) etablit entre ces deux equations 
aux de*rive*es partielles (5) el (6) met en Evidence le fait suivant : 
I' integration de Vune quelconque des deux equations en- 
trainera celle de Vautre, qui sobtiendra par ane simple 
quadrature a deux variables independantes. Cela re'sulte des 
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formules 

/(-$*) 



tout a fait equivalentes a ce systeme (2). 

919. D'apres cela, si Ton veut determiner toutes les surfaces 
ayant meme representation spherique que (S), il suffira (n 162) 
de choisir une solution quelconque [x ; de liquation (5) et de 
prendre Fenveloppe du plan defini par F equation 

cX + c'Y-hc'Z JJL'=O. 

Mais, pour etablir les relations geometriques qui vont suivre, 
nous in trod u irons, au lieu de [x ; , la fonction 



qui est ^galement une solution de liquation (5). Le plan qui en- 
veloppe la surface cherchee aura done pour equation 



(8) 



de sorte que toute surface (S') ayant mme representation sphe- 
rique que (S) sera definie par les trois equations 



(9) 



c(x r a?) -4- c'(/ 



dc , , . dc' , . dc n 



ou ^', y, ^ ; designent les coordonn^es du point de (S 7 ) pour lequel 
le plan tangent est parall&le au plan tangent de (S). Prises s6pa- 
rement, les trois equations pr^cedentes repr^sentent, Tune le plan 
tangent, les deux autres les plans principaux de (S'). 

950. Les formules que nous venons de rappeler permettent de 
demontrer presque immediateraent un theoreme de Ribaucour. 
Associons a la solution JJL la fonction ^ verifiant les deux equa- 
tions (2) et definie par la premiere quadrature (7). En multipliant 
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par R et Ri respeclivement les deux dernires equations (g), on 
pourra leur donner la forme 



'"" 



Si 1'on y regarde pour un instant #', j/, 5' comme des coor- 
donnees courantes, ces deux equations repr6sentent videmment 
la normale a (S'). D'autre part, consid&rons la sphere (S) definie 
par 1' equation 



(i O- 

Les monies Equations (10) representent la corde qui joint les 
deux points de contact de cette sphere avec son enveloppe. Comme 
la sphere (S) a son centre au point (x, y, z] qui appartient a (S ), 
on peut done 6noncer la proposition suivante : 

Etant donnees deux surfaces (S), (S') ayant meme repre- 
sentation spherique, chacune peut &tre consideree comme nor- 
male aux cordes de contact d } une famille de spheres ayant 
leur centre sur Vautre surface ( * ). 

Les deux families de spheres dont il est question dans Penonce 
precedent ne sont mme pas entierement determines quand on 
eonnait seulement les deux surfaces (S), (S'). Considerons, par 
exemple, la sphere ( S) definie par liquation (i i); son rayon \J z\ 
depend de \ qui^ lorsque (S 7 ) est connue, c'est-a-dire lorsque pt 
est donnee, est d^fini par la premiere des quadratures (7). On 
peut done loujours ajouler une constante & X, c'est-a-dire aug- 
menter d'une quantit^ determin^e quelconque les carr^s des 
rayons de toutes les spheres qui composent les families dont il est 
question dans P6nonc precedent. 

Le th^or^me de Ribaucour conduit a une nouvelle solution du 
probl&me de la representation sph^rique. Comme \ est une solu- 
tion de liquation (6), c'est-^-dire de liquation ponctuelle rela- 

(*) RIBAUCOUR, Sur une propriete des surfaces enveloppes de spheres 
(Comptes rendus, t. LXVH, p. i334; 1868). 
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tive au systeme conjugue forme par les lignes de courbure de (S), 
on voit que toute solution \ de cette equation donnera les 
normales & Vune des surfaces cherchees (S) par les equa- 
tions (10), c* est-a-dire comme cordesde contact de la sphere de- 
ft/tie par I 9 equation (n). Mais remarquons que, pour avoir 
effectivement la surface cherchee, et non plus seulement ses nor- 
males, il restera a determiner p par la seconde des quadratures (7). 
La constante introduite par cette quadrature fournira toutes les 
surfaces admettant les mimes normales. 

9ol. Nous avons vu au n 482 qu'a chaque systeme cyclique 
forme de cercles norm aux a (S) on peut associer un systeme )^ JJL 
de solutions du systeme (2) et vice versa, fitudions les relations 
geome'triques entre ce systeme cyclique et le couple des surfaces 
(S), (S') ? admeltant la meme representation spherique et corres- 
pondant a la solution [x. 

Soient (fig- 87) M et M' deux points correspondants quel- 
conques des surfaces (S), (S 7 ) ; MR, M'R 7 les deux normales en ces 
points aux deux surfaces, normales necessairement paralleles. 
Reprenons les equations (09) et (60) donnes aux n os 481, 482 
[II, P- 340 



(12) 



[ c(X a-)+ c'(Y y)+ c"(Z-;)]=o, 

$i[(X- 



equations qui font connaitre les coordonnees X, Y 7 Z d'un point 
variable en fonction des trois variables p, pi, po. Nous avons vu 
que les valeurs de p, p { , p 2 tirees de ces trois equations sont les pa- 
rametres des trois families qui composent le systeme orthogonal. 
Si nous considerons seulement les deux dernieres equations (12), 
elles repr^sentent, pour chaque systeme de valeurs de p et de p 4 , 



14* 
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im cercle (C) normal en M a (S), cercle qui engendre le systeme 
cyclique considere. La sphere representee par la premiere des 
equations (12) admet, lorsque p et p^ varient, une enveloppe a 
deux nappes qui se compose de la surface (S) et d'une des sur- 
faces normales a toutes les positions du cercle (C). L'ensemble 

Fig. 87. 




de ces enveloppes forme la famille des surfaces de parametre p 2 . 
Prises separement, la deuxime et la troisi&me equation repr- 
sentent deux spheres orthogonales se coupant suivant le cercle (C) 
et tangentes en tons les points de ce cercle aux enveloppes de 
spheres (E), (E<) qui constituent la deuxieme et la troisi&me 
famille de notre systeme orthogonal. Par exemple, pour obtenir 
toutes les enveloppes (E) de paramfetre p, on peut eliminer p t 
entre les deux derni&res equations (12) ou, ce qui est la m&me 
chose quant au r^sultat, prendre Penveloppe de la sphere definie 
par la seconde Equation en faisant varier p { seulement. Tous 
ces resultats sont acquis et ont ete d^montr^s au Livre IV, 
Chap. XV. Comme d'ailleurs on peut toujours se donner arbi- 
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trairementla surface (S), il est clair que les equations precedentes 
definissent le systeme cjclique le plus general rapporte a Tune 
quelconque des trajectoires orthogonales de tous les cercles, 
pourvu que Ton ehoisisse pour X et [x les solutions les plus gene*- 
rales du systeme (2) relatif a la surface (S). 

952. Tous ces points etant rappeles, reprenons les deux der- 
nieres equations (9) qui definissent la normale a la surface (S') 
et comparons-les aux. deux dernieres (12) qui repre'sentent le 
cercle (C). On passe des unes aux autres par la substitution 



y'v s'z 



z (X a?)*-H(Y 



Ces formules considrees comme tablissant une relation entre 
les deux points (X, Y, Z) et (x f : y', z j ] definissent evidemmentune 
inversion dont le pdle est le point M et don tie module est \/ 2 A, 
c'est-a~dire dont la sphere principale est la sphere (S). Cette 
mime substitution, appliquee a la premiere des Equations (la), la 
transforme de mme dans la suivante 



c'est Fequation d'un plan qui enveloppe une surface (S 7/ ) parallele 
a (S') et menee a la distance p 2 de (S ; ). On peut done enoncer le 
th^oreme suivant : 



Etant donnees deux surfaces (S), (S') qui ont la meme re- 
presentation spherique, soient M, M' deux points correspon- 
dants pris respectivement sur ces deux surfaces. La normale 
en M 7 peut to uj 'ours etre consideree comme la corde de contact 
d'une sphere (S) ayantson centre en~Met don t le rayon \j 2 A 
depend de la quadrature qui determine \. La figure inverse 
decette normale par rapport d la sphere (S) est un cercle (C) 
dont les differentes'positions engendrent un syst&me cyclique. 
Ce cercle, evidemment normal en Md (S), passe par les points 
d' intersection P et Q de la sphere (S) et de la normale en W. 
Les differents points m l ', m" de ce cercle qui sont les inverses 
de M' ou de tout autre point M r de la normale situe a une 
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distance invariable de M' engendrent les differentes surfac 
normales a toutes les positions du cercle (C). Enfin les dei 
spheres qui sont les inverses des plans principaux de (S ; ) so 
celles qui touchent les deux enveloppes de spheres (E), (E 
aitxquelles appartient le cercle (C), enveloppes qui so 
engendrees par ce cercle lorsqdilse deplace de telle manie 
que le point M decrive une des lignes de courbure de (S). L 
centres de ces deux spheres sont evidemment au point de re 
contre des tangentes principals de (S) en M et de Vaxe c 
cercle (C). 

953. II resulte de cette premiere proposition qu'a tout couj 
de surfaces (S), (S ; ) admettant la meme representation sph&riq 
on peut faire correspondre une infinite de systemes cycliqu 
formes de cercles normaux a (S); car on peut toujours ajoul 
une constante arbitraire a la fonction A. 

Celte proposition peut d'ailleurs revtir une autre forme sil' 
considere comrae connu un syst&me cycliquej engendre, f 
exemple, par le cercle (C), et si Ton envisage trois trajectoii 
orthogonales quelconques (S), (S^, (S 2 ) de ce cercle. 

Soient (fig- 87) M, T?I', m ff les points ou ces trois surfa< 
coupent le cercle (C)* La premiere (S) pourra toujours jouei 
role de la surface de mme nom dans Tnonc6 precedent; 
connaissance des deux points m r , m ir nous permettra de recons 
tuer toute la figure et de retrouver, en particulier, les poi 
M', M". 

En eflet, dans le plan du cercle (G), la droite M'M" s 
Evidemment determin^e par la condition d'etre parallele a la u 
gente en M au cercle (C) et d'avoir le segment M'M" interce 
entre les droites concourantes Mm', Mm" 6gal a une longu 
constante quelconque p 2 . Cette droite sera normale aux s 
faces (S 7 ), (S 7 ) decrites par les points M', M7 : et ces deux surfa 
paralleles admettront pour leurs lignes de courbure la m6me 
presentation sph^rique que (S). Leur normale commune M 
sera la corde de contact de la sphere variable de centre M 
passe par Pintersection de cette normale meme et du cercle ( 

Quand on f era varier la constante p 2 , toutes les surfaces d6cr 
par le point M' seront celles que Ton obtiendrait en multipliaB 
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fonction u par une constante quelconque, dans liquation (8), 
ce qui est ^videmment permis. 

954 Ces propositions preiiminaires une fois ^tablies, revenons 
a Tetude que nous avons interrompue a la fin da Chapitre prece- 
dent, fitant donnees deux surfaces (S), (S ; ) de mme representa- 
tion spherique, soient (rf), (d 1 ) leurs normales, nScessairement 
paralleles, en deux points correspondants. Le plan (P) de ces 
deux droites enveloppe une surface que nous designerons par ( 4 ). 
Quand la surface (<*>< ) se deforniera en entrainant les deux droites, 
elle ne cesseront pas, dans leurs nouvelles positions, d'etre nor- 
males a des surfaces (n 760) et, de plus, les developpables 
qu'on peut former avec elles ne cesseront pas de se correspondre 
(n944). Nous pouvons done enoncer la proposition suivante, 
due a Ribaucour ( < ) : 

Quand deux surfaces (S), (S 7 ) admettent la meme repre- 
sentation spherique, Le plan des normales correspondantes 
enveloppe une surface (<). Si la surface (& { ) se deforme en 
entrainant les deux normales dans ses differents plans tan- 
gents, celles-ci ne cessent pas d'etre normales d des surfaces 
admettant la meme representation spherique. 

Mais il importe d'examiner surtout un cas particulier de cette 
deformation. Construisons le cercle (C) d^fini plus haut, normal 
enM a (S) et d^formons la surface (.,) de telle maniere que 
Tune des spheres de rayon nul passant par le cercle (C) se re- 
duise a un point fixe A invariablement lie* a la forme nouvelle 
(0) de (e<). Si Ton fait rouler la surface (0) sur (0 f ), le point 
M sera toujours sur une droite isotrope passant par A et invaria- 
blement liee a () (n os 936 et 947); la normale en M It la sur- 
face (S) sera Intersection du plan de contact de () et de (<) 
par un plan isotrope determine (I) du syst&me mobile, plan 
qui sera tangent au point-sphere A suivant la g6nratrice iso- 
trope AM (n 936). Enfin, les seules droites paralleles a (d) 
situees dans le plan de contact, et qui pourront engendrer des 



(') RIBAUCOUR, Note dej& citee plus haut [p. 127]. 
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congruences dont les developpables correspondent a celles de la 
congruence des normales a (S), seront les intersections du plan 
de contact par des plans isotropes determin 6s, parallels au plan (I) 
de la figure mobile (n os 936 et 944). Comme 1'bn connait une de 
ces droites, qui est la normale a (S') en M', on voit que cette 
droite (d r ) sera elle aussi dans un plan isotrope determine (I') du 
systeme mobile, plan qui sera parallele au premier (I). Ainsi, nous 
obtenons le resultat suivant, egalement remarque par Ribaucour : 

Etant donnees deux surfaces qui out la meme representa- 
tion spherique, si la surface (0,) enveloppe du plan qui con- 
tient leurs normales en des points correspondants se deforme 
en entrainant ces droites, elles ne cessent pas d'etre normales 
a des surfaces ay ant la meme representation spherique; et il 
existe une deformation (0) de (,) dans laquelle les droites 
sont amenees a decrire deux plans isotropes parallels. 

955. II resulte de ces propositions que, si tout couple de sur- 
faces applicables conduit (n 947) a une infinite de couples de 
surfaces admettant la mme representation spherique, inverse- 
ment tout couple de surfaces admettant la me*me representation 
spherique fournit une infinite de couples de surfaces applicables. 
II ne sera pas inutile d'insister sur la nature et P&endue des ope- 
rations par lesquelles on d6duit Tun de Tautre le couple de sur- 
faces applicables et le couple de surfaces admettant la mme re- 
pre*sentation spherique. 

Si Ton part d'abord du couple de surfaces applicables (6), 
(00, nous avons vu (n 947) que, pour obtenir deux surfaces 
admettant la meme representation spherique, il faut faire rouler 
(0) sur (0<) et prendre les points d'interseclion avec le plan de 
contact de deux droites isotropes paralleles, invariablement liees 
a (0). Ces deux points d'intersection decrivent les surfaces cher- 
che'es (S), (S 7 )- Toutes les operations par lesquelles on les obtient 
n'exigent done aucune integration et introduisent les cinq con- 
stantes arbitraires dont depend la position des deux droites iso- 
tropes paralleles. 

956. Supposons, au contraire, qu'onsedonne les surfaces (S), 
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(S') admettant la meme representation sphe"rique, et conservons 
toutes les notations employees au de*but de ce Chapitre. II faudra 
d'abord construire les cercles (C) normaux a (S) et, par conse"- 
quent, effectuer la quadrature qui determine 1; mais, cette quadra- 
ture une fois obtenue, il ne restera plus a faire que des differen- 
tiations et des eliminations. En effet, lorsqu'on a un systeme 
cyclique et les trajectoires orthogonales des cercles qui le com- 
posent, la surface (6 < } est Tenveloppe des plans des cercles. Quant 
an systeme mobile forme* de la surface (&) qui roule sur ( { ) et 
des points qui lui sont invariablement lies, on le determinera 
comme il suit. Nous en connaissons un premier point O qui est 
Fun des points-spheres passant par le cercle (C). Si m et m! de- 
signent les points ou ce cercle est coupe" par deux de ses trajec- 
toires orthogonales, les plans isotropes touchantle point-sphere O 
suivant les droites O m, O/n' sont des plans determines du systeme 
mobile se coupant suivant une droite invariablement liee a ce 
systeme. On pourra ainsi obtenir, en nombre aussi grand qu'on 
le voudra, des droites passant par le point du systeme mobile. 
Trois de ces droites forment un triedre invariable auquel on 
pourra rattacher un triedre trirectangle; et les distances du point 
ou (<) touche le plan du cercle (C) aux trois faces de ce triedre 
trirectangle ne seront autres que les coordonnees du point corres- 
pondant de la surface cherchee (), rapporte"e a des axes inva- 
riablement lies a cette surface. Cette surface sera ainsi determinee 
sans aucune quadrature nouvelle. 

Si Ton substitue aux surfaces (S), (S') celles que Ton obtien- 
drait en remplagant successivement, dans Tequation (8) du plan 
tangent, JJL par une fonction lin^aire quelconque des solutions c, 
c\ c ff , [Ji, ex -h c' y + d l z, on verra facilement qu'ici encore on 
peut introduire cinq constantes sans qu'il soit ne"cessaire de faire 
une nouvelle integration. 

957. D'apres les remarques pr6c^dentes, ce sont les systemes 
cycliquesquietablissentle lien entreles deux theories, au premier 
abord si eloigne*es, de la deformation des surfaces et de la repr- 
sentation sphe"rique. On peut obtenir de tels systemes, soil en 
partant d'un couple de surfaces applicables (0), (j), soit en 
prenant comme point de depart un couple de surfaces admettant 
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I4S 

la mme representation sph<rique pour leurs lignes de courbure, 
En developpant les calculs qui permetlenL de les faire deriver d'un 
couple de surfaces applicables, nous aliens renconlrer quelques 
relations qui viendront s'ajouter utilement aux propositions deja 
trouvees ou qui permettront Fapplication des methodesindiquees 
dans les Chapitres pr6c<*dents. 

A cet eflet, envisageons d'abord deux surfaces (S), (S<), se 
correspondant avec orthogonality des elements lineaires; et con- 
servons toutes les notations du Chapitre III. Si 1'on pose 



04) 



04X 



z = Z' 



ce qui donne 



(15) 



^ 



Y'_ 



les deux surfaces (), lieu du point (X', Y', Z'), et (<), lieu du 
point (X' 4J Y' i5 Z,), seront applicables Fune sur Pautre. Cela re- 
suite immediatement de Fidentite 

dx dxi -h dy dy^ + dz dz^ = dX!f 4- dYf +- dL'f dX' 2 dY z d%*. 

La surface ( H ) est d^crite par le milieu du segment MM< qui 
reunit les points homologues M, Mi de (S) et de (S,); la sur- 
face (6) est le lieu de Fextremite du segment gal a la moitid de 
M 4 M, partant de Forigine des coordonn^es. Les deux surfaces s'e- 
changent Fune dans Fautre lorsque Fon change le signe de x^ 
y { , s { , c'est-4-dire lorsque Fon remplace la surface (S { ) parsa 
syme*trique relative a Forigine des coordonnes. 

Consid^rons la sphere (U) passant par Forigine des coor- 
donnees et d^crite du point (X' ? Y\ Z ; ) comme centre. Lorsque 
Fon fera rouler la surface (0) sur la surface (i), cette sphere 
entraine'e avec la surface () aura son centre au point (X^ , Y, , Z' 4 ) ; 
et nous avons vu (n^ 938) que les points ou elle touchera son en- 
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veloppe seront les centres de spheres de rayon nul coupant le 
plan tangent a () suivantun meme cercle(C)qui engendrera un 
systeme cyclique. L'equation de la nouvelle position (U<) de la 
sphere (U) est evidemment 



ou, en rempla^ant X', X' n par leurs valeurs (10), 



Gette equation repr^sente Evidemment la sphere decrite sur le 
segment MM, comme diametre. Les points ou elle touche son en- 
veloppe s'obtiendront en joignant a Tequation prec^dente sa diffe- 
rentielle to tale 



(X x) dx l -+- ( Y 

-H (X ^) dx -h( Y y t ) dy -f- (Z ^) dz = o. 



En tenant compte des relations (5) [p. 4.9] entre les differen- 
tielles dx, dx { , ... 5 on peut donner a cette derniere Equation la 
forme suivante 



et comme dx { , dy^ dz\ sont relies uniquement par Tequation 

&i dx\ + b\ dy\ -+ GI d^i = o, 
on aura necessairement 

08) 



_ Y .y q(Z sQH-cfX a?,) 



Ces deux Equations representent la corde de contact de la sphere 
avec son en veloppe. On pourra les remplacer par les deux sui- 



j5o 

vantes 

. . 
(19) 
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X - ^i- Ci(Y -y)+ bi (Z - 



qui s'en deduisent imme'diatement si I'on echange, ce qui est 
permis, les points M et M, ou bien les surfaces (S) et (S<). 

958. Avant de poursuivre le calcul et de determiner les points 
d'intersection de la droite precedente avec la sphere (l^), re- 
marquons que cette droite est necessairement perpendiculaire au 
plan tangent de la surface (0<). Cette remarque nous fournit un 
moyen d'obtenir la direction de ce plan tangent et un calcul facile 
donne, pour les cosinus directeurs C { , C' C ; j[ de la normale a la 
surface (0^ les expressions suivantes 



(20) 



ou Ton a pose, pour abr^ger, 

K = 14- a 2 + < 



; = b bi -+ caj. ac , 
= c <? H- a^ 6# 



c 2 , 



Comme on passe de la surface (6 4 ) a la surface (8) en chan- 
geantlesignede^jKn^u^j a,, . . ., un calcul analogue donnera, 
pour les cosinus directeurs C, C', (7de la normale a cette surface, 
les expressions suivantes 



(aa) 



V/KKl G = a a, - 6 Cl -h c^:, 



ou le signe des radicaux a t choisi de telle manure que les 
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portions positives des deux normales soient du me*me c6te par 
rapport aux surfaces (0), (&<) (<). 

959. Ces expressions des cosinus directeurs des normales aux 
deux surfaces (), (<) nous conduisent a la proposition sui- 
vante : 

En calculant les diffe"rentielles dC { ^ (TK.\ et tenant compte de 
la relation 

G3 -\r t s*\i J\Tt , r*n JiJt 

! ajL i + G! oYj -4- G[ dZ t = o, 

on formera Videntit6 



(23) 



= v da(dx -+- dxi) V da^(dx 



dx -+ dx\ 
dy -+- dy l 
dz H- ds\ 



0*1 da dx + dxi 
bi db dy + dy^ 
Ci dc dz -H dzi 



Si Ton remarque que les relations diffe"rentielles (5) et (45) du 
Chapitre III conduisent a des identit^s telles que les suivantes. 



dx\ 



dx 
dy 



dc\ 



on donnera a la relation (28) la forme suivante 



(24) 



(*) Les relations diif^rentielles entre x, y, s, x^ y t , z^ ne changentpas si Ton 
remplace x^ y 1} ^ par hx^ hy^ hz^ a t , b^ c, par ha^ hb t , he, et a, b, c par 

^j ^> T > A d^signaut une constants quelconque. Si cette constante devient tres 

petite, x^y^-z^ deviennent tr^s petites et les deux surfaces (0), (6J viennent 
se confondre. II faut done que les expressions (21) et (22) des cosinus se rap- 
prochent, ce qui entralne la determination du signe pour les secondes (22), 
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Par de simples changements de signes on elablira egaleme] 
formule 

(a5) 2/KKl C dC sLV= K t Q da doc -+- K da^ dar l9 

relative a la surface (0). 

960. Or, dans la theorie du roulement de deux surfaces I 
surTautre, nous avons e*te amene a considerer differents re"s< 
trace's sur les surfaces (0), (0 { ) : 

i Le reseau conjugue* commun. Gomme liquation poncti 
relative a ce reseau est la meme pour (0) el pour (0^, i] 
clair que cette equation admettra egalement les solutions x,y 
x\-> y\-> *i <pi sont ^ es fonctions lin^aires de X', X' u ---- i] 
le reseau conjugue commun a (%)et& (0^ sera aussicomi 
aux deux surfaces (S) et (Si ). Ce sera notre reseau III. Se 
mentj sur (0) et sur (0< ), ses invariants tangentiels ne sei 
plus necessairemenl egaux. 

Liquation relative a ce re*seau doit admettre (n 933) la s< 
lion particuliere 



qui se reduit ici a 

(26) 6' 

2 Le reseau form^ de courbes pour lesquelles les courbi 
normales sont dgales et de meme signe. Nous avons vu (n 9 
queces courbes sont telles que, sile centre instantand de"crit I'l 
d'elles, le mouvement se reduit au roulement d'une developpa 
sur une d^veloppable. Elles sont e*videmment definies par l^q 
tion diffe*rentielle 



qui, en vertu des formules (24) et (a5), devient ici 

da dx = o. 
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Elles correspondent done aux lignes asymptotiques de (S) qui 
constituent notre reseau I. 

Remarquons que (S) est homothetique a la surface milieu de 
(0) et de (0| ), c'est-a-dire au lieu du milieu du segment qui reunit 
les points correspondants de () et de (@<). 

3 Enfin, si Ton faisait rouler sur (6 f ), non plus (0), mais la 
surface sym^trique, les conrbes pr^c^dentes seraient ^videmment 
remplacees par celles pour lesquelles les courbures normales sont 
egales et de signes contraires. L'equation diffe"rentielle 



de ce troisieme reseau, en vertu des idenlites (24) et(ao), est 
identique a la suivante 



X 



i = o. 



On voit done que les courbes dont il se compose correspondent 
aux lignes asymptotiques de (S<), c'est-a-dire aux courbes de 
notre re"seau II. 

Ainsi se trouvent d^finis g^om^triquement sur les surfaces ap- 
plicables (0) et (<) les trois r^seaux du Chapitre III. 

961. Revenons a nos syst^mes cycliques. Pour obtenir les 
points de contact de la sphere (Ui) avec son enveloppe, il faut 
joindre a son Equation (17) les deux equations (18) ou (19) de la 
cordede contact. Prenons, par exemple, les deux equations (18), 
constituees par l'egalit de trois rapports. En ajoutant les nume- 
rateurs et les d^nominateurs apres les avoir multiplies respective- 
ment par X x\ , Y ^ y\ , Z z { , on trouvera un nouveau rap- 
port 



egal aux prcdents et dont le num^rateur est certainement nul 
pour le point de contact cherche. Si le de"nominateur de ce rap- 
port est different de zero, il faudra que, pour le point de contact, 
les num^rateurs des trois rapports (18) soient nuls. On est ainsi 
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conduit aux trois Equations 



Y y a(Z 



qui de*terminent Pan des deux points de contact cherches. Le 
second sera defini par les Equations analogues 



X a?! ^Y 
Y-ji 
Z *i 



(28) 



de sorte que Pun et Pautre, conime il etait ais6 de le preVoir, se 
determinent t^ationnellement. Remarquons que le premier* est 
dans leplan tangent de (S), comme il re*sulte de Pequation 

a(X x}+ Z>(Y -7)-+- c(Z -s) = o, 

consequence des formules (27); et que le second est, de mme, 
dans le plan tangent de (S<). Nous expliquerons plus loin ce 
fait si curieux. 

962. La sphere (Ui), que nous avons dte conduit a introduire 
dans la theorie prece"dente,'donne naissance a quelques propri^tds 
parmi lesquelles nous signalerons la suivante : 

Les points ou elle coupe la droite d'intersection des plans tan- 
gents a (S) et a (S^ ) sont dans les plans focaux de la droite MM< 
quireunitles points correspondants de (S) et de (Si). 

Mais nous pre"fe>ons insister sur le r6le qu'elle joue dans Pin- 
version composee, 

Reprenons les formules donne*es au n 903 et qui definissent 
cette transformation. Etant donnas deux points M, MI dont les 
homologues soient M', M' f ; conside"rons les deux spheres (V) et (V 7 ) 
de*crites respectivement sur MM< et sur M'M^ comme diametres. 
Ces deux spheres sont les inverses Pune de Pautre relativement a 
Pinversion simple que Pon obtiendrait en supposant ; dans les 
formules (16) [p. 80], que les deux points distincts (x,y,z] 
^( x \^yi^ z\) soient amends a coi'ncider. Admettons ce r^sultat 
dont la verification est aise*e : nous voyons qu'on peut en de"duire 
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une reduction de Tinversion compos^e a 1'inversion ordinaire. En 
effet, pour dfinir Finversion composee par laquelle on transforme 
un systeme de deux points M, M M on decrira sur MM< comme 
diametre une sphere (V) et Ton prendra la transformee (V) de 
cette sphere dans une inversion ordinaire. Cette sphere (V 7 ) aura 
un diametre unique dont les extrmits M', M'< seront sur les 
droites OM^, OM qui joignent les points M M au p6le de Tin- 
version; et le segment M/M, sera celui qui doit correspondre 
a MM i9 dans 1'inversion composde telle qu'elle a ete definie 
au n 903. 

II r^sulte de cette nouvelle definition que, lorsque Von ap- 
pliquera V inversion composee auxdeux surfaces (S), (Si), on 
soumetfra en realite les spheres (U i ) a une inversion simple. 
11 en sera done de mme pour les points de contact de ces spheres 
avecleurs enveloppes, pour les spheres de rayon nul qui ont leurs 
centres en ces points et, par suite aussi, pour les cercles qui 
composent le systeme cyclique derive de (S) et de (S^. 

963. II sera evidemment tres utile pour les applications de 
pouvoir representer d'une maniere simple le roulement de deux 
surfaces applicables Tune sur Tautre. Or les resultats que nous 
avons donnes au Chapitre III nous conduisent, pour definir ce 
deplacement, a des formules de la plus grande simplicite. 

Reprenons, par exemple, les equations (46) [p. 66] qui defi- 
nissent la surface (Z { ). Si nous y remplaQons # 3 x { , . . . par leurs 
expressions (i4) en X 7 , X^, . . . , leurs seconds membres prennent 
la forme 



(29) 

Or ^crivons ces formules comme il suit 



t- Y') + ^(Z; -h Z'), 
= Y; - Y' ai(Z\ -I- Z') 4- Cl (Xi -h X'), 
= Z\ Z A ^(X^ -t- X') 



Y'H-!Z'= 



(3o) 



et consid^rons-y pour un instant X', Y', Z' et X' 4 , Y' u 2! { comme 
des coordonn^es variables, tandis que nous attribuerons des valeurs 
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d<terminees aux deux parametres dont dependent #, x^ a { , 
Elles definissent e* videmment une substitution line'aire : cette si 
stitution represents un deplacement. Si on les r^solvait, f 
example, par rapport a X 7 , Y 7 , Z 7 , on retrouverait les formu 
celebres qu'Euler a donnees, le premier, dans les Nouvea ( 
Commentaires de Petersbourg et qui sont rationnelles par ra 
port a trois arbitrages (ici a^ b\, c<). Admettons ce prem] 
point que reconnaitront sans peine tons les lecteurs au courant 
la theorie des substitutions orthogonales. II est clair des lors qi 
si Ton fait varier les parametres qui entrent dans a { , b^ c^ 
x^ .,., on aura une suite continue de d^placements, ou mie 
un deplacement deux variables inde"pendantes. Ce deplaceme 
est precisement le roulement des deux surfaces (0), (% { )Vu. 
sur Vautre. C'est le roulement de (0) sur(j) si Ton consid 
les points (X ; , Y 7 , 2!) comme appartenant a la figure mobil 
c'est le mouvement inverse, si Ton considere au contraire comr 
mobile la figure qui est lieu des points (X, , Y, , Z'< ). 

Pour etablir ce re"sultat essentiel, considerons X', Y 7 , Z 7 comr 
appartenant^ la figure mobile. Si nous remplagons, dans les fc 
mules (3o), X 7 , Y 7 , Z 7 par les valeurs (i5) qui correspondent a i 
point de la surface (0), elles nous donneront les valeurs (i5) 7 < 
X ; <? Y r n 2t\. Done deja le deplacement se produit de telle manie 
qu'a chaque instant le point de la surface (0), considered comn 
appartenant a la figure mobile, coincide avec le point correspo 
dant de (0i). Pour completer la demonstration, differentio 
totalement, avanttoute hypothese, les formules (3o). La premier 
par exemple, nous donnera 

dT bi dl r = -rfx; ci ^Yi -h &! dZ\ 



pourvu que nous remplacions dx { par sa valeur deduite des rel 
tions (45) [p. 66]. Or, si nous substituons, dans cette relatk 
g^n^rale, a Y 7 , Y, , Z 7 , Z', les valeurs qu'elles acquierent pour 
point commun a (0) et a (6 4 ), les coefficients de db { , dc { d- 
viennent nuls, et il reste la premiere des trois relations suivant 



dL\, 
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les deux dernieres se deduisant de la premiere par de simples 
permutations circulaires. Or ces trois Equations, qui sont celles 
que Ton obtiendrait en differential les formules de transforma- 
tion (3o) ou les coefficients seraient traites comme des con- 
stantes, expriment e"videmment que le point commun a (0) et 
a (& { ) a le meme deplacement en grandeur et en direction quand 
on le considere, soit comme appartenant a la figure mobile, c'est- 
a-dire a (0), soit comme appartenant a la figure fixe, c'est-a-dire 
a (0*)- ^ es deux surfaces sont done applicables 1'une sur 1'autre, 
ce que nous savions deja; et le mouvement considere est le roule- 
ment de Tune sur 1'autre. 

964. Les raisonnements qui precedent s'appliquent sans modi- 
fication si, au lieu de prendre, comme point de depart, les for- 
mules (45) [p- 66] on emploie les formules (5) [p. 49]- On est 
alors conduit a la substitution lin^aire definie par les equations 



^-cCXi-a?!)- (Y; -7) 



toutes pareilles aux formules (3o). Seulement, par suite du 
changement de signe de X ; , Y', Z', elles ne representent plus un 
deplacement, mais une transformation parsym^trie relative a Fori- 
gine des coordonndes, suivie d'un deplacement. On demontrera 
comme pre*cedemment que, lorsque varient les parametres dont 
dependent a, #, x\, .. ., ces formules de'finissent le roulemeBt 
sur (@i), non plus de (0), mais de la surface symetrique ( ; ). 

965. Les formules prcdentes permettent de verifier quelques- 
uns des resultats que nous a fournis la Geometric dans Pe*tude 
qui a fait Tobjet du Chapitre precedent. Appliquons-les, par 
exemple, a la determination des sjstemes cycliques que Pon pent 
faired&river da couple de surfaces applicables (0) 7 (0^. Si, dans 
les formules (3o), on attribue a X ; , Y', TJ des valeurs constantes 
quelconques, ellesfournirontles coordonnees X r Y' Z' { dupoint- 
sph^re qui coupe le plan de contact de (0) et de (0<) suivant le 
cercle (C), dont les diff&rentes positions engendrent le systeme 
cyclique cherche. Soit Ale point invariablement li^ la figure mo- 
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bile : si, par ce point, on mene une droite iso trope cUtermine"e 
c'est-a-dire invariablement li^e au systeme mobile, les for- 
mules (3o) permettront evidemment d'ecrire les Equations de cette 
droite rapportee au systeme fixe; et le point ou elle coupera le 
plan de contact decrira une des trajectoires orthogonales du 
cercle (G). Ces trajectoires orthogonales se determineront ainsi 
sans aucune integration; mais, pour determiner aussi en termes 
finis les deux autres families qui composent le systeme triple il 
faudra pouvoir inte'grer liquation du systeme conjugue commun 
* (0) eta (00(0- 

On obtiendra des re'sultats identiques en appliquant la m^thode 
precedente, non plus aux equations (3o),mais aux formules(3i). 

Supposons, par exemple, quel'on veuille determiner le systeme 
cyclique obtenu en choisissant Porigine des coordonne'es comme 
point fixe du systeme mobile. II faudra, dans les formules de 
transformation (3o) ou (3i), introduire 1'hypothese 



Les premieres (3o) deviendront alors identiques aux Equa- 
tions (28) etfourniront par suite un premier point de contact de 
la sphere (U<) (n os 987, 961 ) avec son enveloppe. Les secondes (3i) 
deviendront de m^me identiques aux formules (27) et fourniront 
le second point ou la mme sphere (U< ) louche son enveloppe, Ce 
sera le point de contact defini par les formules (28) ou (3o) qui 
deviendra fixe dans Tespace lorsque la surface (0< ) se deformera 
de maniere a venir comcider avec (0). Ce sera au contraire le 
second, defini par les formules (27) ou (3i), qui deviendra fixe 

(*) De 1& requite qu'a toute Equation line*aire du second ordre dont les inva- 
riants sont egaux on peut faire correspondre une infinite" de syst&mes cycliques 
dont les trois families se determineront par de simples quadratures. Gar on peut, 
a 1'aide d'une telle Equation, determiner une infinite" de couples de surfaces (S), 
(S,) et, par suite, (A,), (S t ), se correspondant avec orthogonality des e'l&nents 
lin&ures. Le couple de surfaces applicables de"duit de (A,), (SJ admettra, pour 
r&eau conjugue" commun, le re"seau conjugue" commun a (AJ, (SJ, c'est-a-dire, 
d'apresle Tableau de la page 72, le re*seau des lignes asymptotiques de (S). Orce 
re*seau est entierement connu; les parametres des lignes qui le composent sont les 
variables independantes qui figurent dans liquation lin^aire a invariants 6gaux 
prise comme point de depart. 
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si (@< ) se deforme de maniere a venir coincider non plus avec (), 
mais avec la surface syme'lrique ('). 

966. Nous pouvons maintenant expliquer de la mani&re la plus 
satisfaisante pourquoi ces deux points se trouventrespectivement 
dans les plans tangents de (S) et de (S,). D'apres les theories 
connues, le deplacement defini par les formules (3o) peut tre 
remplace", d'une infinite de manieres, par une translation finie et 
par une rotation, toujours la mme, dont 1'axe et la valeur absolue 
dependent uniquement des coefficients a,, b^ c { . Si Q dsigne la 
grandeur de cette rotation et X, pi, v les angles que fait avec les 
axes coordonne"s la direction positive del'axe de la rotation, on a, 
comme on sait, 

a\ b\ Ci Q. 

( 32) V = = = tang - 

v ; COSA COS(JL COSV * 2 

On voit ainsi que 1'ax.e de la rotation est perpendiculaire au plan 
tangent de (S<). D'apres cela, soient M, M < les points correspon- 
dants de (S) et de (S), P< le milieu du segment MM { . Si Pon 
raenej par 1'origine des coordonnees, une droite OP egale, parallele 
au segment M. { P < et de mime sens, il r^sulte des formules (14) 
et (i5) que les deux points P et P< decriront, Fun la surface (0), 
Fautre la surface (<) Pour amener les deux surfaces en contact 
on pourra, par une translation, amener P en P^ ce qui fera 
co'incider O avec M^ ; puis effectuer la rotation definie par les 
formules (82); et, comme 1'axe de cette rotation est videmment 
perpendiculaire au plan tangent en M< a (S^, elle laissera le 
point dans ce plan tangent. 

Une demonstration identique s'appliquera au second point de- 
fini par les formules (27), pourvu que 1'on substitue a la sur- 
face (0) sa sym^triqne relative a 1'origine des coordonnees. 

967. D'autres formules, qu'il ne sera pas inutile d'indiquer 
rapidement, permettent encore de d^finir le roulement de deux 
surfaces 1'une surl'autre. 

Si Fon connait, par exemple, pour chacune des deux surfaces 
(0), (0^, les cosinus qui d&finissent, par rapport a des axes 
fixes, la position d'un triedre (T), rattach de la mtoe maniere 
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a ces surfaces, il est clair que les formules 

X' = x -H ax' -h by' -h c&', 
(33) 



ou #, y, z designent maintenant les coordonn^es du point M 
de (6) qui est le sommet du triedre (T), et ou nous conservons, 
pour les cosinus, toutes les notations du Livre V, Chap. I et II, 
definiront le changernent de coordonnes par lequel on passe des 
axes fixes OX', OY 7 , OZ 7 auxaxes M#', My, Ms' formes par les 
aretes du tri&dre (T). Si Ton ^crit les formules analogues rela- 
tives a la surface (%\ ) 



X i = of i + ai x' - 

Y i = 



iy* H- C L z', 



(34) 



relimination de x^ y'^ z f entre les deux systfemes precedents 
donnerales formules cherch^es qui d^finissent le roulement de 
() sur (i). Gette Elimination ne pr^sentc aucune difficult^, 
Fun et 1'autre systeme pouvant ^tre r^solus par rapport a ^', y 1 , 
z l : on obtient ainsi les formules 



(35) 



qui peuvent elles-m^mes 6tre resolues, soit par rapport a X', Y' 
Z 7 , soit par rapport a X 7 4 , YJ , Z', . 

Si Ton veut, par exemple, trouver les systfemes cycliques qui 
correspondent au roulement de (0) sur (6^, il suffira d'^crirc les 
deux Equations suivantes : 



(36) 



-^) =o, 



ou A, &, / d^signent trois constantes, et qui repr^sentent, la pro- 
ini^re un point-sphere invariablement li a (0), la seconde le 
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plan de contact de (8) et de (8 4 ), puis de substitaer les expres- 
sions de X 7 , Y', 27 en fonction de X' n Y' n Z' r 

968. Une a utre mdthode tr&s simple peut encore tre suivie. 
Nous avons vu au Chapitre VI de ce Livre quelle importance ont, 
en Geometric, les sections de courbes ou de surfaces, rattach^es 
a la surface mobile (), par le plan de contact de (0) et de (8 4 ). 
On pourra les determiner comme il suit. 

Soit, par exemple, 

(37) F(X',Y',Z') = o 

1'^quation d'une surface rattache aux axes invariablement lies a 

(0). Cherchons sa section par le plan de contact. II est clair 

qu'un point de ce plan est defini par des formules telles que les 

buivantes 



(38) 



dx 



doc 

jLr-, 
dv 



ds 



ou X et [JL desigaent des arbitrages convenablement choisies; x, 
j-, s sont toujours les coordonnees du point de (0), exprim^es 
en fonction des variables u et v. Or, par la nature mme des ar- 
bitraires \ et JJL, on reconnait immcSdiatement que le point defini 
par les formules pr6c<dentes sera rattache aux axes invariable- 
ment lids a (8<) par les formules semblables 



[JL conservent les rnemes valeurs. Pour obtenir la section 
cherch^e, il suffira done d'tSliminer X et [*, entre les equations pre- 
cdentes et la suivante : 



/ / x m 

(4o) F 

x 



/ > && ^ 

#4-A- -- HlAj-j 

\ du ^ dp 



Ou 



? 

dv 



-r 

du 



La m^thode s'appliquerait ^videmment & une courbe. 
D. IV. ix 
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969. Jusqu'ici, dans I'etude des relations entre les syst<h 
cycliques et la deformation des surfaces, nous ne nous somi 
pas pr^occupe de la distinction a faire enlre les Elements r<eli 
les elements imaginaires. Par exemple, si deux surfaces ree 
roulent Tune sur 1'autre, les systemes cycliques deduits des po : 
relies a Tune d'elles (( H >) sont toujours imaginaires; les ceni 
des cercles correspondants a un point rel seront bien rels, n 
les rayons des cercles seront des imaginaires a carre negatif. 
moment est venu d'indiquer, en \ue des applications, commer 
faudra choisir les surfaces (6), (9 4 ) pour obtenir des systei 
cycliques entierement reels. 

Les plans des cercles etant alors r6els, la surface (6<) est 
cessairement reelle. Voyons ce que doit toe (9), et, pour c 
reprenons les methodes et les notations du Livre V. 

Soient /?, q, r, p { , q { , r l les rotations du triedre (T) relie a ( 
r et r\ seront r^eiles et exprim^es en fonction de 1'elerr 
lineaire, commeles translations , YI, ^, 'f\ { . D'ailleurs, si Tone 
bidere le cercle situe dans le plan tangent de (9), les coordonr 
^, y de son centre sont reelles ainsi que son rayon p; et si 
^Ifeve en ce centre une perpendiculaire egale a ip, le p< 
(x,y, 10) doit rester fixe dans Fespace quand le triedre (T 
dplace de maniere que son sommet derive la surface (0). ( 
nous donne les relations suivantes 



_ 

-^4-r^-t- rx i>p = o, (40' 







.do 



parlesquelles on exprime que la vitesse de ce point estnulle f 
tout deplacement du triedre (T). Ces relations prouvent en ] 
mier lieu que les quatre rotations /?, ^, p\, q\ sont des imt 
naires pares. Mais alors les formules qui donnent les deri 
des neuf cosinus exprimees en fonction des rotations mont 
immediatement que Ton peut rapporter la surface (0) a des 
tels que tous les cosinus soient rels, sauf a", b' f , c, d qui se 
purement imaginaires. Done les coordonne*es X 7 , Y ; du p 
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de (0) definies par les formules 

dX!= aftdu-i-hdv)-*- b^du + r^dv), 

dY' = a' ( da 4- 1 dv) -h '(-/) rfw -+- 75 1 dp) 

seront reeiles tandis que Z', definie par la quadrature 
dZ' = <(& du, -H 



sera une imaginaire pure iU l '. L'element lineaire de la surface sera 
de la forme 



X',Y', Z^tanlrfels. 

C'est ici le lieu de presenter la remarque suivante : lorsqne 
nous avons forme (n 704?) 1'equation a laquelle satisfait 1'une des 
coordonn^es X 7 , Y ; , 2/, nous avons indiqu^ que la forme quadra- 
tique 



n'tait pas necessairement une somme de carrs. On voit que, 
lorsqu'elle se r^duiraa une difference de carres, on n'anra plus de 
surface r^elle correspondant a la solution X', niais on ponrra, si 
Ton connait deja une surface r^elle admettant Telement lineaire 
donne, deduire de la nouvelle solution des systemes cycliques 



970. Au reste, lorsque I'on aura constitu un systeme cyclique 
reel, on pourra passer a tous ceux qui se rattachent au meme 
roulement par la construction reelle suivante, que le lecteur de- 
duira facilement des remarques pr6sent^es au n 943. 

Associons a chaque cercle (C) du systeme donn un autre 
cercle (C') de son plan, d^fini par la construction que voici. Aux 
points ou le cercle (C) rencontre deux surfaces determines a 
Pavance parmi toutes celles qui le coupent & angle droit, con- 



( a ) Les formules (40, (4i)'peuvent servir debase & une tude analytiqtie tres 
simple de la congruence engendre*e par les axes des cercles dans un systeme cy- 
clique. 
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struisons ies tangentes, qui seront les normales a ces surfaces tr 
iectoires; puis menons un cercle (G 7 ) tangent a ces deux droil 
en des points qui soient toujours a la mthne distance de ceux 
ces droites touchent le cercle (C). En d'autres termes, determine 
le cercle (C 7 ) par la condition que deux des tangentes comraur 
a (C) et a (C') aient une longueur donn^e et que leurs points 
contact avec (C) soient sur denx surfaces trajectoires donnees 
mme cercle. Les differentes positions du cercle (C') engendi 
ront Tan quelconque des systmes cycliques cherches. 

Les cercles (C 7 ) dependent de trois param&tres; les tangeni 
communes a deux cercles (C 7 ) differents, situes dans le mme pk 
les touchent evidemment, d'apres ce qui precede, en des poii 
qui decrivent une de lenrs surfaces trajectoires. 

Dans toute cette theorie, il faut considrer les cercles comi 
ayant des rayons de signes determines, n'admettant qu'un s< 
centre de similitude et deux tangentes communes qui vont pasi 
par ce centre. Par exernple, si les cercles sont r6els, ce sera 
centre de similitude directe quand les rayons auront le m 
signe, etle centre de similitude inverse quand ils seront de sigi 
contraires. Cette theorie du signe du rayon est connue dep 
longtemps ; elle a servi de base a la theorie des cycles de Laguer 
Le lecteur pourra aussi consulter un M&naoire Sur les relatk 
entre les groupes de points, de cercles et de spheres dans 
plan et dans Vespace, insere par Tauteur en 1872 dans 
Tome 1, 2 e s&ie, des Annales de I'Ecole Normale. 

971. Lorsque la surface (0) roule sur la surface (i), une 
veloppable isotrope (A), invariablement li^e a (0), coupe le p 
de contact de (0) et de (0<) suivant une courbe (R) dont les 
sitions successives engendrent une congruence. Nous avi 
vu (n 762) que ces positions successives sont normales a t 
famille de surfaces. Dans la Note ddj citee [p. 120] Ribauc< 
indique comme une propri^t6 nouvelle que cette famille de s 
faces est une famille de Lame, c'est-a-dire qu'elle fait pa: 
d'un systeme triple orthogonal. Mais cette remarque avait 
deja donnee depuis longtemps dans mon enseignement ? et To 
est conduit d'ailleurs avec la plus grande facility. Consid^rons 
effetles points-spheres ayant leur centre sur la d&veloppable (L 
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ils coupent le plan de contact de (6) et de (Bj) suivant des 
cercles (C') tous tangents a (K); et si Ton considere un point- 
sphere determine A, la trajectoire du point de contact de (K) 
et du cercle (C 7 ) qui correspond a A est pr6cisment une sur- 
face (S') normale a (C ; ) et, par suite, a (K). Supposons main- 
tenant que le point de contact de (0) et de (,)se deplace suivant 
une des courbes du systeme conjugu6 conimun. Le point de 
contact du cercle (C') et de (K) decrira une ligne de courbure 
de (S'). Ainsi il existe deux series de displacements dans lesquels 
chaque point de (K) d^crit une ligne de courbure de la trajec- 
toire orthogonale. En d'autres termes, on pent associer les courbes 
(K) en deux families diff^rentes, de maniere a constituer un 
systeme triple orthogonal. 

972. On peut completer encore ces rsultats en remarquant 
que Ton obtientainsi tous les syst&rnes triples orthogonaux dans 
lesquels les surfaces de Tune des deux families (et, par suite, de 
deux families) aient leurs lignes de courbure planes dans un 
systeme. Voici comment nous demontrons cette reciproque. 

On doit a Ribaucour la proposition generate suivante, relative 
aux systemes triples orthogonaux : 

Lorsque Von connait un systeme triple orthogonal, les 
cercles osculateurs aux courbes d' intersection des surfaces 
appartenant a deux des families du systeme, aux points oil 
ces courbes rencontrent une surf ace quelconque de la troisieme 
famille, forment un systeme cy clique ( j ). 



(>) On peut d&nontrer cette proposition par la Geometric de' la maniere sui- 
vante : Soil (S) une surface quelconque appartenant a la premiere famille et 
soit (K) la courbe d'intersection de deux surfaces (S a ), (S s ) appartenant respec- 
tivement a la deuxieme et a la troisieme famille. Si Ton construit les deux 
spheres tangentes a (S a ) et a (S 3 ) respectivement, et contenant le cercle oscu- 
lateur (C) de (K) au point M ou cette courbe rencontre la surface (S), ces deux 
spheres auront pour centres respectivemenl les centres de courbure principaux 
de (S 3 ) et de (S 3 ) relatifs a la ligne (K). Par suite, lorsque le point M decrira la 
ligne de courbure de (S) qui se trouve sur (SJ, la premiere sphere enveloppera 
uue surface qu'elle touchera suivant les positions successives du cercle (C) (n 752). 
II en sera de meme pour la seconde sphere quand le point M decrira 1'intersec- 
tion de (S) et de (S 3 ). On voit done que les cercles (C) peuvent etre associ^s en 
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On peut completer celte proposition par la suivante, qui n'est 
pas moins utile, et dont la demonstration sera mieux a sa place 
dans une (JbuSorie des syst&mes orthogonaux. 

Reciproquement, etant donnee une famille de surfaces 
construisons les cercles osculateurs aux courbes trajectoires 
orthogonales de ces surfaces, aux points oil ces courbes ren- 
contrent une surface quelconque de la famille; la determina- 
tion de ces cercles est toujours possible et n'exige nullement 
^integration des equations difference lies des trajectoires or- 
thogonales. Cela pose, si les cercles osculateurs ainsi deftnis 
forment toujours un systeme cyclique, la famille de surfaces 
consideree est une famille de Lame. 

Ces propositions 6tant admises, donnons-nous a priori un 
syst&me orthogonal dans lequel les surfaces (S 2 ), (S 3 ) de la 
deuxieme et de la troisieme famille se coupent suivant des courbes 
planes (K). Soit (A) Tune des deux developpables isotropes 
passant par (K) : si M est un point de (K) et M' le point corres- 
pondant de Parle de rebroussement de (A), la sphere de rayon 
nul ayant son centre en M' coupera le plan de (K) suivant le 
cercle (C), osculateur en M. Toutes les positions de (C), relatives 
aux points M ou les courbes (K) rencontrent une des surfaces (S) 
de la premiere famille, constituentun systeme cyclique, d'apres le 
theoreme de Ribaucour. Pour tous ces syst&mes cycliques, les 
enveloppes de spheres (E 2 ), (E 3 ), qui forment la deuxi&meet la 
troisieme famille, coupent sous le m6me angle le plan de Pune 
quelconque des courbes (K) ? cet angle etant celui sous lequel ce 
plan est coup par Fune ou Pautre des surfaces (S 2 ) ou (S 3 ) qui 
contiennent cette courbe. Or, considerons la surface (0? en ve- 
loppe des plans des courbes (K) : si elle se deforme en entrainant 
dans ses plans tangents les courbes (K) et leurs cercles oscula- 



deux families d'enveloppes de spheres (E 3 ), (E s ) qui se coupent & angle droit 
puisque, 6tant orthogonales a (S), elles coupent cette surface suivant ses dif- 
fe"rentes Jignes de courbure. Les surfaces (E 3 ), (E 3 ) se coupant de plus suivant 
une des positions du cercle (G), c'est-a-dire suivant une ligne de courbure, il 
existera une troisirne famille de surfaces, dont (S) fera partie, qui seront nor- 
males aux positions successives du cercle (C) et qui completeront le systeme 
triple orthogonal. 
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teurs, les surfaces trajectoires (S) des courbes (K) se transforment 
dans les trajectoires orthogonales (S 7 ) des nouvelles positions de 
ces courbes (n 760); les cercles osculateurs a ces courbes, aux 
differents points de chaque surface (S), deviennent les cercles oscu- 
lateurs en tous les points de la surface correspondante (S'); et, 
comme Us ne cessent pas de former des systemes cycliques, il 
resulte de lareciproque e*noncee plus haut que les nouvelles tra- 
jectoires (2} forment toujours line famille de Lame. Ainsi 
toutes les propriety's pre'ce'dentes subsisteront sans modification. 
Or il existe une deformation () de (,) dans laquelle tous les 
cercles (C) de Fun des systemes cycliques precedents viennent se 
placer sur une meme sphere de rayon nul ayant son centre en un 
point determine* de Farte de rebroussement de la develop- 
pable (A). Les enveloppes de spheres (E 2 ), (E 3 ) relatives a ce 
systeme se reduiront toutes a cette sphere de rayon nul et coupe- 
ront, par suite, le plan de la courbe (K) sous un angle dont la 
tangente sera i. Get angle etant le me'me pour tous les autres 
systemes cycliques formes de cercles osculateurs a la courbe (K), 
il resultera de la que, pour chacun de ces systemes, les cercles 
viendront se placer sur une mme sphere de rayon nul et que r 
par suite, toutes les developpables isotropes circonscrites aux 
courbes (K) auront la me'me arte de rebroussement et viendront 
se confondre avec Tune quelconque d'entre elles. C'est la propo- 
sition qu'il s'agissait d'e"tablir ('). 

973. Les relations geome'triques qui resultent de Fe*tude pre- 
cedente nous permettent de constituer sans aucune integration 
les systemes orthogonaux dont Fexistence vient d'etre etablie des 



( l ) Les systemes orthogonauxdanslesquels une des trois series de trajectoires 
orthogonales est composee de courbes planes ont die* consideres pour la premiere 
fois par M. 0. BONNET dans un Mdmoire sur les surfaces orthogonales, ins^r6 
par extrait en 1862 aux Comptes rendus, t. LIV, p. 554 et 655. La mSthodfr 
suivie par Imminent geom^Lre exigeait encore certaines integrations; mais il 1'a 
comple'te'e depuis en la faisant connaitre dans son enseignement, bien qu'il n'ait 
rien toit depuis 1862 sur ce sujet. En 1890-1891, M. BIANCHI a fait paraitre au 
t. XIX des Annali di Matematica, p. 177, un MSmoire intitu!6 : Sui sistemi 
tripli ortogonali che contengono una serie di superficie con un sistema di 
linee di curvatura piane, ou la determination de ces systemes orthogonaux est 
faite de la maniere la plus complete. A la m6me e"poque, dans notre Cours sur 
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que Ton connait im systeme cyclique quelconque. Jitant donne, 
en effet, un tel systeme, engendre paries diflerentes positions d'un 
cercle (C), choisissons une position ae ce cercle, arbitraire mais 
fixe, et, dans le plan de cette position parti culiere, construisons, 
d'apres les regies donne*es au n 970, une famille quelconque de 
cercles (C 7 ). Construisons, par exemple, une serie de cercles (C') 
tangents a une courbe quelconque de ce plan, Les cercles (C') en- 
gendreront une suite simplement infinie, une famille de systemes 
cycliques. Le systeme cherche sera, en quelque sorte, Tenveloppe 
de tous ces syslemes; c'est-a-dire que toutes les positions des 
cercles (C ; ) qui seront dans un me'me plan envelopperont la 
courbe (K) relative a ce plan et que la surface decrite par le point 
de contact de Tun .des cercles (C') et de cette courbe (K) sera 
une trajectoire orthogonale de la courbe. Les deux autres families 
du systeme orthogonal correspondront aux deux autres families 
du systeme cyclique donne. 

II est clair que cette generation dispense de tout calcul. II re- 
sultera des remarques faites plus loin que les formes les plus 
simples des courbes (K) sont, apres les cercles, les sections planes 
de la de>eloppable isotrope du quatrieme ordre. 



les systemes triples orthogonaux, nous donnions, en mme temps que les requitals 
indiques dans le texte, une autre me"thode qui repose sur la remarque, evidente 
d'apres les de"veloppements donnas plus haut, que les systemes cherches ont 
m6me representation sph^rique qu'une infinite de systemes cycliques. Cette re- 
marque permet de les de"duire des systemes cycliques par I'application d'un 
the'oreme de Combescure, qui rattache a tout systeme orthogonal une infinite de 
systemes analogues admettant la m6me representation sphe"rique. Nous revien- 
drons sur ce sujet plus loin, au Chapitre XII. 
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CHAPITRE VIII. 

REPRESENTATION SPHERIQUE. SOLUTION COMPLETE DU PROBLEME. 

Emploi des coordonnees tangentielles a, p, 5. Reduction du probleme de la 
representation spherique a 1' integration d'une Equation aux derives partielles 
du second ordre dont les invariants sont egaux. Les caracteristiques de 
cette equation sont les hgnes de courbure de la surface. Rapproche- 
ment entre les deux surfaces qui conduisent a la meme equation du second 
ordre, Tune pour le probleme de la deformation infiniment petite, Pautre 
pour le probleme de la representation spherique. On retrouve la transfor- 
mation de contact de M. Lie. Notions gene'rales sur une classe etendue de 
transformations de contact. Application & celle de M. Lie. Recherche des 
surfaces pour lesquelles on sait resoudre le probleme de la representation 
spherique. On demonlre que, lorsqu'on sait resoudre ce probleme pour une 
surface (S),on peut le resoudre, a 1'aide d'une simple quadrature, pour toutes 
les surfaces inverses des surfaces (S') admettant merae representation sphe- 
rique que (S). Ce procede, applique aux surfaces qui correspondent a Pequa- 

tion -r = o, fournit toutes les surfaces reelles pour lesquelles on peat 

obtenir la solution complete du probleme. Demonstration analytique de ce 
resultat. Complements donnes aux developpements du Livre IV, Chap. VII. 



974. Pour approfondir les relations que nous avons signalees 
entre les deux problemes de la representation sphdrique et de la 
deformation infiniment petite, nous ferons connaitre ici une me- 
thode analytique, differente de celle qui a ete d^veloppee dans le 
Ghapitre precedent, et par laquelle on ramene la determination 
de toutes les surfaces admeltant une representation spherique 
donn^e a Finteg-ration d'une Equation lindaire du second ordre 
dont les invariants sont egaux. 

Nous avons vu (n 165) que, si Ton prend liquation du plan 
tangent a une surface (S) sous la forme 



00 r<z 

5 etant une fonction des variables a et j3, les lignes de courbure 
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de la surface sont de'finies par 1'equation differ en tielle 
f%\ dp d& dq r p = o, 

ou p 1 et q f designent les de'rive'es de I- prises par rapport a a et a p. 
Si done on cboisit comme variables independantes les para- 
metres p et p< des deux families de lignes de courbure, on aura 
n^cessairement 

^ ' dp dp dp dp ~~ ' dpi dpi dpi dpi ~~ 

En appliquant la mthode du n 867,* on pent remplaeer ces 
deux relations par les deux systemes 



(4) 



(5) 



dpi dp^ 



X"= 

dp dp 



dp 



ou X 2 designeune fonction auxiliaire. Cette fonction sera^videm- 
ment connue d&s que la representation sph6rique sera donnde, 
car alors a et p seront des fonctions connues de p et de p d . Si 
done on veut determiner toutes les surfaces admettant la repre- 
sentation sph^rique donne, il faudra determiner les solutions les 
plus generates p' et q 1 du syst&me (5); puis, la fonction 5 s'ob- 
tiendra par la quadrature 

(6) 

Or, le systeme (5) est pr^cis^ment de la forme que nous avons 
consideree tant de fois (n os 391, 868); et nous savons que son in- 
tegration complete se ram&ne a celle d'une equation ^ invariants 
egaux definie par la condition d'admettre comme solution parti- 

culi^re soit \ soit r II est done etabli que la solution du pro- 

bleme de la representation spherique se ramene, comme celle 
duprobleme de la deformation infiniment petite, a V integra- 
tion d'une equation lineaire & invariants egaux. Seulement, 
les caracteristiques de cette equation aux de*rives partielles sont, 
dans le premier cas, les lignes de courbure et, dans le second cas, 
les lignes asymptotiques de la surface. Nous allons voir qu'en 
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essayant de rattacher Tune a Pautre les deux surfaces qui con- 
duisent, dans ces deux problemes differents, a la meme Equation 
aux derive"es partielles, on relrouve la transformation de contact 
deja signalee plus haut (n os 157, 168) que nous devons a M. Lie. 

975. Determinons, en coordonnees cartesiennes, une surface 
(S) paries formules suivantes 

(7) x = p r > r = P> * = />', 

d'ou Ton deduit 

dz = d% p' dv xdp'^ y. dp' + g' d$, 
ou encore 

(8) dz ^dx-^q 1 dy. 

Si Ton considere z comme fonction de x et dejK, et si, suivant 
Tusage, on designe ses derivees premieres par/? et q, on voit que 
Ton aura 

(9) /> = * g r = s r/ - 

Rapproch^es des pr^c^dentes (7), ces relations conduisent a 
I"identit6 

( 10) dp' dy. dq* d$ dp dx dq dy, 

d'ou il resulte que les lignes de courbure de la surface (S) 
correspondent aux lignes asymptotiques de la surface (S). 
Mais nous voyons de plus que les deux systemes (4) et (5) relatifs 
a la surface (S) se changeront dans les suivanls 



(ID 






dp l 



- 

-r -r- 
dp d? 



identiqueSj anx notations pres, a ceux qui ont die donnes an 
n 867 [p. 21]; de sorte que la solution du probleme de la defor- 
mation infiniment petite de (S) et la determination de tontes les 
surfaces admettant la meme representation spherique que (S) se 
ramenent a Finte'gration d'un meme systeme lin^aire de la forme 
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suivante 

du ,_&> du , 9 dv 

(<3) cJ^Vp' ^-^ 

c'est-a-dire a Integration de 1'equation lin^aire 



] 6 'dpJp'i ~~ X dp d^' 

976. II ne sera pas inutile d'indiquer ici les form ales qui per- 
mettentde passer de la surface (S) a la surface (S). SoientX,Y, Z 
les coordonnees rectangulaires du point de (S) ; elles sont d6finies 
paries equations (n 165) 



( 



XH-iY 

X iY H-pZH-/? f =o. 



Si Ton y remplace a, p, , JE>', gr 7 par leurs expressions tirees 
des formules (7) et (9), on trouvera le systeme 

57 = 
(16) 



. , 

( X -H z Y -h/>Z -i- g = o, 

d'ou Ton lirerait X ? Y, Z en fonction de x, y, s, p 9 q. Ces for- 
mules caracterisent pr^cis^ment la transformation de M. Lie, et 
les deux premieres, qui ne contiennent pas les drivees p et q de z, 
contiennent implicitement La troisi&me, d'apres la theorie des 
transformations de contact. Nous allons rappeler rapidement sur 
quels principes repose la theorie de la transformation prece"dente; 
et pour cela nous conside*rerons d'une mani^re gen^rale toutes les 
transformations de contact que Ton peut rattacher a la conside- 
ration de deux. Equations de la forme suivante 

, . 

Ces relations etablissent une liaison entre les coordonnees #, 
y, z et X, Y, Z de deux points m et M de 1'espace. Si le point m 
est donn6, le point M est assujetti a se trouver sur une courbe (C) ; 
et si Ton a donn6 le point M, le point m est assujetti a se trouver 



REPRESENTATION SPHER1QUE. 178 

sur une courbe (c). Suivant que Ton y considers x, y^ z ou X, 
Y Z comme des constantes, les deux equations precedentes re- 
presentent la courbe (C) ou la courbe (c). 

D'apres cela, si le point m est assujetti a decrire une surface ($), 
les courbes (C) qui Itii correspondent de'pendront de deux para- 
metres et engendreront une congruence qui admettra une surface 
focale (S). Faisons corresponds (S) a ($) de telle maniere qu'an 
point m de ($} corresponde Tun quelconque des points M ou la 
courbe (C) correspondante touche la surface focale (S), c'est- 
a-dire en definitive un des points focaux de (C). Nous aurons ainsi 
de"fini la transformation de contact que Ton peut rattacher aux 
deux Equations (17); etil est aise de voir que cette definition sub- 
siste lorsqu'on e* change les deux points M et m. Pour abreger, 
nous nous contenterons de donner la demonstration analytique. 

977. Supposons que le point m deprive une surface (s) et soient 
alors p et q les derive'es de z conside're'e comme une fonction de x 
et de y* A chaque point de (s) correspond une courbe (C) de- 
finie par les equations (17); et, pour avoir les points focaux 
de cette courbe, il faut joindre a ces deux Equations les suivantes 
( D 3) 



(i8) 



dx 



_ 

dx 



C/CDi , vOi 7 

-rfi d?r H dz = o, 
0# 07 O^J 

qui nous donneront, en remplagant d!s par sa valeur p dx 
et eliminant le rapport de dy a dx, 



-qdy 



(19) 



Cette Equation, que Ton peut mettre sous la forme plus syme*- 
trique 

' -P 



(20) 



dx 



d 
dz 



-q 



= 0, 
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doit tre jointe aux deux pre'ce'dentes (17) et permettra de deter- 
miner X, Y, Z en fonction de # , y : z, p, q. Le point M qui cor- 
respond a m sera ainsi defini. 

Mais alors diffeVentions totalementles equations (i 7) et fonnons 
la combinaison efo \d^ ou \ de'signe la valeur commune des 
rapports (ig)- En tenant compte des Equations 



qui dfinissent cette variable auxiliaire \ on aura identiquement 



ou, en designant par P et Q les derivees de Z conside're'e comme 
fonction de X et de Y et remplacant dZ par P d& + Q dY 



X et Y e'tant des variables ind^pendantes comme #, y, on aura 
done 



(22) 



Ces equations, jointes aux precedentes (17) et(ai), permettront 
de determiner Fun des deux groupes de variables #, y^ s, p, q 
ou X, Y, Z, P, Q en fonction de 1'autre. Comme elles se com- 
posent de la mme maniere avec ces deux groupes de variables, 
la reciprocity que nous avions signalee se trouve ainsi ^tablie. 

978. Appliquons ces notions gene'rales, que nous nous conten- 
tons de signaler a grands traits, au cas particulier des deux 
equations 
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Ici la ligne (G) est toujours une droite isotrope. La ligne (c) 
qui correspond au point M(X, Y, Z) est une certaine droite 
appartenant a un complexe lineaire H que Ton definit comme il 
suit : 

Si Ton adopte les definitions du n 139, la droite lieu du point 
(#>,/> 5 )j definie p ar I GS formules precedentes, aura ses six coor- 
donnees definies a un facteur pr&s par les relations 



a= Z, 
a'=-Z, 



c= X Y, 
c 1 = X - * Y, 



et, par suite, elle appartient necessaireinent au complexe H d^fini 
par Tequation 



( 2 5) 



II faudra joindre aux deux equations (a3) les suivantes 



(26) 



p-+- X = o, 
X -*- i Y -4- q X Z = o, 



d'ou Ton deduit les deux sjstemes 



(28) 





qui sont r^solus respectivement par rapport aux deux groupes de 
variables. 

On voit que, si a un point in correspond un seul point M, au 
contraire a un point M correspondent deux points m. Cela tait 
Evident a priori par la Geometric. En eflet, lorsque le point m 
decrit une surface (S), la droite qui lui correspond engendre une 
congruence; mais, comme cette droite est isotrope, elle a un seul 
point focal a distance finie. C'est cet unique point focal qui corres- 
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pond an point m. Au contraire, si M dcrit une surface (S), la 
droite qui lui correspond engendre une congruence dans laquelle 
elle admet deux points focaux. Les deux nappes focales ainsi ob- 
lenues, qui, Tune et Pautre, correspondent a (S), sont polaires re- 
ciproquespar rapport au complexe lin^aire auquel appartiennent 
Loutes les droites (c). 

979. Ce n'est pas ici le lieu d^tudier, avec tout le soin qu'elle 
mrite, Piraportante transformation de M. Lie, Nous nous con- 
tenterons d'en indiquer settlement certaines propriety's, dont nous 
aurons a faire usage; et, en premier lieu, nous demontrerons la 
plus imporlante de toutes pour les applications : A une droita 
de Vespace (m) la transformation fait correspond/^ une 
sphere de Vespace (M). 

On peut etablir cette proposition par les considerations gom- 
triques suivanles, qui en font bien comprendre 1'origine. 

Soit (d] la droite donnee dans Pespace (m) et soit (d^ sa po- 
laire reciproque par rapport au complexe H. Toutes les droites 
qui rencontrent (d) et (d { ) appartiennent, comme on sait, a ce 
complexe. Aux diff^rents points de (d) et de (d^) correspondent des 
droites isotropes dans Pespace (M) ; de plus, les droites isotropes 
qui correspondent a un point 772 de (a?) et a un point m { de (^) 
se coupent n^cessairement au point de Fespace (M) qui corres- 
pond a la droite mm^ du complexe H. II est ainsi tabli que les 
droites isotropes correspondantes, soit aux points de (oT), soit aux 
points de (rff), engendrent une mme surface qui, etant double- 
ment r^glee, ne pourra ^tre qu'une sphere. 

Si la droite (d) appartient au complexe H, elle se confond 
avec (di) et, par suite, les deux systemes de generatrices recti- 
Jignes de la sphere se confondent. La sphere pr^c^dente se r^duit 
a un point. Ce point est celui qui, dans Tespace (M), correspond 
a la droite (d); 

Le lecteur verifiera tons ces r^sultats par le calcul, en em- 
ployant les formules (28) a (29). 

980. D'apr^s cela, si nous connaissons dans Tespace (m) une 
congruence rectiligne, il lui corresponds, dans Pespace (M), un 
syst&me doublement infini de spheres. Aux points focaux de 
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chaque droite de la congruence correspondront les deux points ou 
chaque sphere louche 'son enveloppe. De sorte que, des con- 
gruences rectilignes pour lesqueUes les lignes asymplotiques se 
correspondent sur les deux nappes de la surface focale, la trans- 
formation de M. Lie permet de deduire des families de spheres 
admettant une enveloppe a deux nappes sur lesquelles les lignes 
de courtage sont aussi des lignes correspondantes. Au Livre IV, 
Chapitre XV, nous avons etudie un grand nombre de proprietes 
de ces enveloppes de spheres; et, en particulier, an n 483, nous 
avons deja mdique* comment la transformation de M. Lie permet 
d'en dednire des congruences rectilignes pour lesquelles les lignes 
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes focales. 

Nous avons vu au n 481, Livre IV, Chap. XV, que, pour ob- 
tenir des enveloppes de spheres a lignes de courbure correspon- 
dantes, il fautr^soudre leprobl&me de la representation spherique 
pour une surface donnee. Nous avons vu d'autre part (n 888) 
que, pour trouver les congruences a lignes asymptotiques corres- 
pondantes sur les deux nappes focales, il faut rsoudre, pour une 
surface, le probleme de la deformation infmiment petite. La trans- 
formation de M. Lie nous permet d'^tablir un parallelisme, un 
lien etroil et direct, entre tous ces resultats. 

981 . Puisque cette transformation fait correspondre aux spheres 
de 1'espace (M) des droites de 1'espace (;?i), tonte transformation 
dc Pespace (M) qui conservera les spheres donnera, dans Fes- 
pace (m), une transformation conservant les lignes droites. Con- 
sidcrons, en particulier, dans 1'cspace (M), une inversion accom- 
pagnee de d^placeitient, il lui correspondra dans 1'espace (m") une 
transformation homographique conservant le complexe H; car les 
droites de ce complexe, qui correspondent a, des points de 1'es- 
pace (M), doivent n6cessairement rester correspondantes a des 
points ct, par consequent, ne cesseront pas d'appartenir au com- 
plexe H. Or, nous avons tabli (Chap. IV de ce Livre) que, 
lorsqu'on sait r^soudre le probl&me de la deformation infiniment 
petite pour une certaine surface, on sait leresoudre aussi pour les 
surfaces homographiques. Transportant ce r^sultat a 1'espace (M), 
nous voyons que : 

Si Von sait resoudre le probleme de la representation sphe- 
D. - IV. 12 
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rique pour line surface (S), on sail le resoudre aussi pour 
toutes les surfaces qui derivent de (H) par une inversion. 



Cette proposition, qui a de nombreuses applications, s'etablit 
d'ailleurs directement de la maniere la plus simple. II suffit de 
remarquerque, pour une surface (2), le probleme de la representa- 
tion sphe'rique equivaut a la determination des systemes cycliques 
dont les cercles sont normaux a (2). finonce sous cette derniere 
forme, il devient Evident que le probleme, re*solu pour une sur- 
face donnee, Test par cela me'ine pour toutes les surfaces inverses 
a Paide d'une simple quadrature (n 9SO). 

982. Puisque la solution du probleme de la representation 
spherique pour une surface (2) se ramene a 1'integration d'une 
equation lineaire a invariants egaux, il semble que toute recherche 
soit lermine*e; car nous connaissons toutes les Equations de ce 
genre dont Integration peut tre efFectuee. Mais si Ton veut dis- 
tinguer, comme cela est ne'cessaire pour les applications, entre les 
surfaces reelles et celles qui sont imaginaires, il se presente une 
difficulte que nous allons examiner, d'une maniere complete, en 
terminant ce Chapitre. 

Reprenons la me"thode developp^e an n 974. Liquation qu'il 
faudra integrer sera la suivante 



(3o) 
^ 



dp dpj X dp dpi 



ou X est defini par Tune ou 1'autre des formules (4). Or, pour un 
point re"el d'une surface reelle, a et p sont des variables imaginaires 
conjugue"es. Et, par suite, \ sera une imaginaire de module, 
egal a i. Nous sommes done conduits au probleme d'Analyse 
suivant : 

Par mi les equations de la forme 



r- = i 

; - dpd pl 

determiner celles qui admettent une solution de module i et 
quipeuvent, en outre, &tre int6grees~ 

Considdrons, parexemple, 1'equation la plus simple de la forme 
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pre"cedente 



Si Ton y substitue 

6 = e^, 

elle se decomposera dans les deux suivantes 



d 2 co __ dco dco __ 

"" ' ~~ ' 



dp dpi 
qui donnent Tune ou 1'autre des trois solutions suivantes 



a designant une constante, / et/< des fonctions reelles. Le re- 
sultat est tres simple; mais, pour les autres Equations integrables 
de la forme (3i), il ne parait pas se presenter aussirapidemenl. 

983. Avant de continuer, voyons quelles sont les surfaces qui 
correspondent aux valeurs pre"cedentes de X. Soit d'abord 

(33) * = /fl - 

Les Equations (4) ? 3^i d^finissent la representation sphenque, 
deviennent ici 



J-- - = o, - : - ==: O. 

dp dpi 



En faisant tourner autour de 1'axe des s, on pourra reduire a zero 
la constante a; ce qui donnera 



On a done 



Si #, y, z de*signentles coordonnees du point de la representation 
spherique, on a 

W> T^ = a ' 1^? = ^ ; 
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de sorle que les Equations precedences deviennent 



(35) 



La representation spherique se compose de deux families de 
cercles orthogonaux. Tous les cercles d'nne meme famille se 
ent au oint 



touchent mutuellement au point 
On a ici 



dp dp, 



et Ton -retrouve les surfaces a lignes de courbure planes dans les 
deux systemes, considerees au n 104 et definies par les equa- 
tions (12) [I, p. i3ij. 

Si Ton prend maintenant Fune des autres solutions 



on pourra toujours, en e*changeantj s'il est necessaire, p et p t et 
choisissant convenablement le parametre p, la r^dnire a 

I e 1 ?. 
La seconde equation (4) nous donne alors par Tmtegration 



ou 



Remplacant a et ji par leuDS valeurs (34), nous trouvons 

(36) 



Les courbes de parametres p sont done des cercles qui passeut 

par le point fixe 

x = y = o, z = i. 

On obtient sur la sphere le systeme orthogonal qui est 1'inverse 
d^un systeme plan forme" par des courbes paralleles et par leurs 
normales communes. Les surfaces qui 1'admetteiit pour repre"sen- 
tation spherique ont e"videmment leurs lignes de courbure planes 
dans un systeme ; mais elles ne sont pas les plus generates de cette 
definition. 
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984 Apres avoir examine, parmi les Equations de la forme (3i), 
la plus simple de celles que Pon sait integrer, il nous reste a re- 
soudre le probleme propos pour toutes les autres. Nous allons 
indiquer comment on peut y parvenir. Voici d'abord la traduction 
o-eometrique des operations analytiques que nous aurons a exe- 
cuter. 

Soit une surface (S) pour laquelle on sait resoudre le probleme 
de la representation spherique et designons par (S') la surface la 
plus generale, dependante de deux fonctions arbitrages, admettant 
raeme representation spherique que (S). Le probleme de la repre- 
sentation spherique est le mme pour (If) et pour (S). Done on 
saura le r^soudre pour (S') et, par suite aussi, d'apres une propo- 
sition indiquee plus haul, pour la surface (S") qui est Finverse 
de (S 7 ). Repdtant sur cette nouvelle surface (2") les memes opera- 
tions que sur (S), on pourra iniroduire deux nouvelles fonclions 
arbitraires et poursuivre indefiniment 1'application de la me"thode. 
Toutes les operations indiquees pourront ^tre efFectu^es dans 
Tespace reel et donneront alors des surfaces reelles si la premiere 
estreelle. II reste seulement a etablir que cette suite d'operations, 
appliquee, par exemple, aux. surfaces qui correspondent a Pequa- 
tion (32), nous fournira toutes les solutions reelles du probleme 
de la representation spherique. En tenant compte des formules 
qui de*finissent Tinversion dans le systeme de coordonnees tan- 
geutielles (a, (3, ) (^), le lecteur reconnaitra ais^ment que les 
considerations analytiques developpees dans les numeros suivants 
se rattachent directement aux constructions ge*om6triques que 
nous venons d'indiquer. 

98o. Soit 



une equation lineaire du second ordre donn^e; nous supposerons 
que les variables independantes x ety soient reelles et que 1'e- 



(*) Ces formules se deduisent tres simplement de celles qui oat 6te donates 
au a 174 et se rapportent a un systeme de coordonne"es l^gerement different. 
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quation admette une solution particuli&re 
(38) o) = ^ 9 , 

de module egal a Funite. Nous allons monlrer d'abord comment 
OQ peut d^duire de cette equation un nombre illirnite d'equations 
de mme forme, admettant comme elleune solution imaginaire de 
module egal a Punil. 

An n 390, ou nous avons etabli le th^oreme de M. Moutard^ 
nous avons vu que, si 5 designe une solution de 1'equation (3j) 
la fonction cr, definie par la quadrature 



satisfait a Tequation 



ou $ designe le symbole defini au m^nie n 390. Comme 1'equa- 
tion proposee (87) peut s'ecrire 

(40 ' $(*) = $(), 

ou voit que les deux equations (87) et (4o) se d^duisent Tune de 
Pautre par le cliangement de i en i] par suite, elles admeltront 
la premiere la solution <T O , la seconde Ja solution ^ , ^ et <T O d^- 
signant les imaginaires conjuguees de s et de <r. Mais nous allons 
^tablir un r^sullat plus precis et montrer que Ton peut, d'une 
infinite de manieres, choisir la solution z de telle maniere que or 
soit dgale a Z Q . 

En efFet, la quadrature qui d^finit a- peut ^tre remplacee par les 
deux relations suivantes 



qui nous donnent 
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par le changement de i en /, entrainant celui de (o en Nous 

aurons done 

r [ d<r ^to\ , / dcr c)co\ 

(44) "0=7 ("aJ-'^sj^"-^^-^ 

de sorte que la formula (3g), qui subsistait quand on y rem- 
plagait z, cr, co par cr, js, ? demeurera encore valable lorsque, sans 

Changer to, on y remplacera , cr respectivement par o- , Z Q . En 
ajoutantetenretranchant successivement les deux equations (3g) 
et (44) on peut done conclure que, si Ton emploie au lieu de z 
1'une ou 1'autre des deux solutions suivantes 



(45) sp-horo, i(x <r ) 

de Fequation (87), la quadrature (89) nous fournira au lieu de cr 
les deux solutions correspondantes 

(46) CT-H^OJ &"(<r * ) 

de 1'equation (4o) 3 solutions qui sont, dans les deux cas, imagi- 
naires conjugu^es de celles d'ou on les a deduites. Comme on ne 
peut pas avoir en mme temps 



on voit que, dans Pun au moins des deux systemes de solutions 
ainsi obtenus, les valeurs de z et de cr ne seront pas nulles, ce qui 
demontre la proposition enonce*e. 



>. Cela pose*, employons non plus la solution o>, mais la so- 
lution , pour passer, suivant la methode de M. Moutard, de 
liquation propos^e (87) a une autre Equation 

(47) 

que Pon saura intgrer en m^me temps que la prerni&re. D'apres 
les relations (4^), on verra facilement que Pon a 



et par consequent liquation prcedente (47) admettra la solution 
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particuliere 

(49) Z==to J' 

qui, elle aussi, est de module <%al a Funite" toutes les fois que 
u est Fimaginaire conjuguee de x. 



$7. Ainsi, ily a une infinite de solutions de liquation (3n) 
; Temploi permet de passer & de nouvelles Equations conservant 



987. 
dontl 

la propriety d'admettre des solutions imaginaires de module egal 
a runite*. II nous reste a demontrer que la me'thode precedente 
pourra fournir effectivement et completement 1'ensemble des 
Equations qui admettent de telles solutions. Pour etablir ce re- 
sultat, nous remarquerons tout d'abord que, applique'e a une equa- 
tion pour laquelle la suite de Laplace est limited, la me'thode em- 
ploye"e donnera generalement des equations pour lesquelles le rang 
de la solution (n 335) s'elevera de plus en plus. 

Prenons, en effet, comme solution de passage la combinaison 
suivante 



(5o) z' = z -+ O-Q-H ai(z <T O ) 

des deux solutions (45), a ddsignant une constante. Pour 

ai = i, 



on a 



et comme z est la solution la plus ge'nerale de liquation (87) 
1'emploi de la solution 2 permettra certainement de passer a une 
equation de rang supe*rieur. Puisque le rang s'eleve par Pemploide 
la solution de passage s', pour la valeur particuliere i de <2 } il ne 
pourra rester le me*me, ou s'abaisser, que pour certaines valeurs par- 
ticulieres de a; et ? par suite, la solution definie par Tequation (5o) 
fournira, pour une infinite de valeurs reelles de a, une Equation 
nouvelle 



ayant une solution ge*ne>ale de rang supe*rieur. Si Ton pose 
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cetle equation admettra evidemment la solution imaginaire ^-r 
de module egal a Punite. 

Si nous pouvons etablir maintenant que Ton pent toujours, en 
choisissant convenablement , non plus elever, mais abaisser le 
rang de la solution, nous aurons montre" par cela mnie que toutes 
les Equations cherchees derivent, par voie de recurrence, de celle 
que nous avons etudiee au n 982. Mais, pour mettre hors de doute 
ce point essentiel, nous avons a rappeler et a completer diverses 
notions donnees auLivre IV et plus parti culierement au Chap. VII 
de ce Livre. 

988. Nous commencerons par la remarque suivante : 

Soit (E) une Equation lineaire du second ordre pour laquelle la 

suite de Laplace se termine dans les deux sens, du c6te positif a 

1'equation (E/), du c6te ne*gatif a 1'equation (E_/). Nous avons vu 

que son integrale ge*nerale pent se mettre sous la forme suivante 



(52) 



X X' ... XJ Y Y' ... 

/y. /yi' /y(0 v V 7 



ou 1'on a m = i 4- / + i , 011 X, Y designent des fonctions arbi- 
traires, dependant respectivement de x et de y seulement. N est 
une fonction determine'e quelconque, les XH dependent de x et 
les yk de y seulement; de plus les XH sont des fonctions lineaire- 
ment independantes ainsi que les y^ Aux n os 341, 342, nous 
avons indique quelques propri^tes des expressions de la forme 
generale (5a) qui s'annulent quand on remplace le couple (X, Y) 
par le couple (^, yh)* Nous ajouterons ici la remarque suivante. 
Supposons que Ton ait trouve pour la meme equation (E) deux 
formes distinctes de Tintegrale, la premiere 

(53) ^^ 
la seconde 

(54) 4p = 
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on passera de Tune a 1'aulre par nne substitution de la forme 

X = AX - 
Y = BYo-H 



(55) 



ou A est une fonction de #, B une fonction de y et ) H , ). 2 > *,\ m 
des constantes quelconqnes. 

Pour le de*montrer nous remarquerons que, si Ton passe de Pe- 
quation (E) a celle (E/), qui termine la suite de Laplace du cot6 
positif, la premiere forme de Tintegrale donnera pour liqua- 
tion (Ej) une integrate 



zt = HX -H KY H- Kt Y' -h . . . 4- K m _! Y^-D 
et la seconde forme de Fintegrale donnera de mme 



figalant ces expressions differentes de si et remplacanty par une 
valeur conslante quelconque, on aura 

X = AX -H AI, 

A et Ai dependant de x seulement. 

En consid^rant de mme 1'equation (E_y), on demontrera que 
1'on a 



B el B, etant des fonctions de y. 

Si done, pourabreger, on pose conformement a une notation 
deja employee (n os 368 et 394) 



5= /(X)H-cp(Y), 



(56) 



on devra avoir, en substituant les valeurs de X, Y et galant les 
deux, expressions de z 



et cela pour toutes les expressions possibles des fonctions arbi- 
trairesXo, Y . Si Ton donne successivement des valeurs nullesa 
ces deux fonctions liquation pr^c^dente se de'composera dans les 



REPRESENTATION SPHERIQUE. 187 

trois suivantes 

(5;) 



/(AX )=/o(X ), 



Les deux demises d^termineront les symboles/ , g fl . Quant a la 
premiere, d'apres le*resultat demontre au n 342, elle montre 
que A i? Bi sont des combinaisons lineaires a coefficients constants 



des fonctions Xh>yh* La proposition enoncee se trouve ainsi de- 
montree. 

Si Ton effectue, dans Texpression (62) de 5, la substitution de- 
jfinie par les formules (55), elle conservera sa forme generate, nous 
1'avons deja demontre (n 341 )j et il est clair que les iiouveaux 
couples avec lesquels elle est formee (^, y%) se deduiront des 
anciens (%h<>yh) par la substitution 

(58) a*=X' ^ =: F' 

de telle sorte qne, si Ton a, dans les deux formes de 1'integrale 
XA=XM la fonction A se r^duira necessairement a une constante 
et Ton aura 



(5 9 ) /u(X ) 

Nous ferons plus loin usage de cette remarque. 

989. Revenons maintenant aux equations a invariants ^gaux et 
rappelons la methode donnee au Livre IV, Chapitre VII (n 394). 
Nous avons vu que, si Tint^grale g^n^rale de liquation (87) est 
donnee par la formnle 

(60) =/i(X)+/,lY) l 

ou nous conservons toutes les notations adoptees au n 394, et 
si Ton emploie la solution to ayant pour expression 

(60 W^/UXO-H/.CYO, 
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la fonction a- definie par la quadrature (89) est d terming par la 
formule 



(62) 



2 fx ?1 (Xi) dx H- % fY cp 2 (Y,) dy. 



Aux proprtetes que nous avons ^tablies, nous aliens ajouter 
quelques relations nouvelles, D'apres la formule (3g), wo- doit se 
reduire a une constante lorsqu'on fait s = co, c'est-a-dire 



Le second membre de liquation (62) devra done se reduire a 
zero pour une determination convenable des deux int<%rales tant 
que ces integrates ne disparaitront pas toutes les deux. En egalant 
a z^ro les parties qui subsistent lorsqn'on annule s^parement Y 
ou X, on obtient les deux* formules dj a connues (n 396) 



(63) 



2 r 

J 



II reste alors la suivante qui est nouvelle 



Si, dans la premiere des formules (63), on remplace X par 
X + XX< , X designant une constante, on trouvera, en egalant les 
coefficients de \ dans les deux membres, la relation suivante 



(65) 



Remplagons X, par x t , en nous rappelant que Ton a (n 396) 
(66) *i(*/> = o. 
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II viendra 



En tenant compte des identites (64) et (66), on peut ecrire 




Nous prendrons, par suite 
( 6 9 ) 

et de mme 
(70) 



de sorte que ces deux dernieres formules, jointes aux deux pre- 
ce*dentes (63), determineront la valeur precise que nous attribue- 
rons toujours aux integrates 



lorsque nous les rencontrerons dans la suite du raisonnement. 

990. Cela pose', restons encore dans les generalites et suppo- 
sons que les fonctions p^ (X<), <p 2 (Y<) soient differentes de zero. 
L'expression de cr s'annulera quand on remplacera 



rX ?1 (XO^ = X et 

respectivement par le couple (i , i) et par les suivants 
dx, J\i Tl (YO rf/j , [y/ 9 t (Xi) &?, Jyt 



L'int^grale <r sera de rang superieur & z et nous retrouvons le re- 
sultat d6ja indiqud au n 396, en indiquant seulement ici d'une 
maniere plus precise comment il faut determiner les quadratures 
pr6c6dentes. 
Supposons maintenant que la solution co soit telle que Ton ait, 
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par exemple 



Alors il viendra ponr X 4 ime combinaison lindaire a coefficients 
constants 

- . . . -4- \ m &m 



de ^ , tf o, . . - , # TO , et comme on pent, sans changer w, retrancher 
de Xj cette combinaison lineaire, a la condition de retrancher 
\ { y { _|_ . . . _j- \ m y m de Y< , on pourra supposer 

Xj = o. 
Alois, si 1'on pose 



Texpression de o- s'annulera quand on y remplacera le couple 
(X, Y ) des fonctions arbitraires par les suivants 



Mais comme le premier element du dernier couple est nul, 
Tanaljse developpee au n 341 permettra, en substituant a Y la 
fonction 



de r^duire cette expression de or a une forme nouvelle admettanl 
seulement les couples suivants 




qui sont en m^me nombre que ceux de et, en outre, composes 
du meme premier element. Done, si Ton determine le rang 
d'une Equation d'apr&s celui de sa solution g&n^rale, liquation a 
laquelle satisfait o- est de mme rang que la proposee (37). 

991. Supposons enfin que la solution CD soit telle que Ton ait & 
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la fois 



on pourra encore supposer que Ton ait 

(71) x i=- 

Mais, de pins, Y< sera une solution de la seconde equation (71) 
que Ton pourra prendre pour representer le second <l&nenty, du 
premier couple. Faisons done 

(72) Y!^. 

L' expression de 3- sera d6barrassee de toutsigne de quadrature. 
Si Ton pose 



ft sera une constante en vertu de la formule (70). 
PourX=#i, Y=J/YJ on trouve 



Pour X = o, Y == y { , on a 

o)cr= an, 

a- s'annulera done quand on y remplacera le couple (X, Y) par les 
suivants 



quisont en mime nombre que ceux de s et, ici encore, composes 
du mme premier Element. 

Si a\ \ ^tait nul, le rsultat pr^c^dent n'aurait aucun sens, mais 
nous avons vu (n 396) que, dans ce cas, o- est Tint^grale generale 
d'une Equation de rang inf^rieur. 

992. Nous venons de computer notre th^orie du Livre IV, 
Chap. VII, relative au passage d'une equation a une autre par 
Pemploi du theoreme de M. Moutard. Appliquons les resultats 
obtenus au cas sp6cial ou o> est une solution imaginaire de module 
egalaPunite. Alors, comme o-satisfait a 1'dquation imaginaire con- 
jugu^e de la propos^e, il faudra que o- soil de mime rang que z, 
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et, par suite, que CD satisfasse au moins a Tune des conditions 
cpi(Xi) = o, c ?2 (Y 1 ) = o. 

Supposons done 

Xi = o. 
Si Ton a de plus 



on peut affirmer quelaconstante a i{ ne sera pasnulle, sans quoio- 
serait de rang inferieur a , ce qui est impossible. Done, dans tous 
les cas, les couples dev auront les memes premiers elements x^ 
que les couples de z. 

Dans la solution ainsi trouvee pour o- changeons i en z; nous 
trouverons evidemmentla solution generate de Tequationen z\ et, 
d'autre part, les premiers ^Idments x^ de chaque couple seront 
remplaces par leurs conjugues x\. Done la solution ge'ne'rale de 
liquation en z peut tre mise sous une forme dans laquelle les 
premiers elements des differents couples sont les x\. 

Considerons les deux Equations differ en tielles auxquelles satis- 
font, d'une part, les fonctions x^ et, d^autre part, les fonctions x\* 
11 suit de la remarque que nous venous de faire et de la th6orie 
dveloppe plus haut (n 988) que Ton obtiendra les differentes 
solutions de la seconde en multipliant celles de la premiere par 
une certaine fonction <p (x\ Done, si Xh est une solution de la pre- 
miere, Xh^(x] sera une solution de la seconde. D'autre part, les 
solutions particuli&res des deux equations etant deux a deux ima- 
ginaires conjugates, la conjuguee ^<p (a?) de Xh(%) [?o(^?) 
etant la fonction conjuguee de cp(#)] sera une nouvelle solution 
de la premiere et enfin x\ cpo(^) ?(^) sera une nouvelle solution 
de la seconde. On peut conclure de la que, ^tant donnee une solu- 
tion quelconque de Tune des deux equations lineaires, on en 
trouvera une nouvelle en la multipliant par la fonction, re'elle et 
positive, 

6(a?) = <p(a?)<p (a7). 

Cela exige ^videmment que 6 (a?) soit une constante. II sera 
permis de la prendre e'gale a I'unit6, et Ton aura, par consequent, 



f(x) etant une fonction r^elle de x. 
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La premiere equation lin^aire admet done, en mme temps que 
la solution x h -> la suivante 



Or si, dans Pexpression gen^rale de 3, on remplace la fonction 
arbitraire X de x par Xe~V far >, toutes les solutions x h de la pre- 
miere equation lin^aire seront multiplies par e*/te); de sorte que 
cette premiere equation admettra maintenant, en m^me temps, les 
deux solutions 



qui sont imaginaires conjuguees Vune de Vautre. On peut 
evidemment remplacer ces deux solutions imaginaires par les 
deux solutions r^elles form^es de la partie reelle et de la partie 
imaginaire de Tune d'elles. Et Ton voitainsi que Ton peut ramener 
la solution g^nerale z de Fequation aux d^rivees partielles a une 
forme pour laquelle les premiers elements XH de chaque couple 
sont tous reels. 

993. Ce r^sultat essentiel tant ^tabli, adoptons pour s la forme 
dont nous venons de demontrer 1' existence et bornons-nous a 
considerer les solutions z* pour lesquelles on a 

(74) Y = o, ^' = /i(X) t 

X etant une fonction arbitraire reelle. Alors, comme on a 

Xt = o, 

pour la solution o>, la formule (62) est ddbarrass^e de tout signe 
de quadrature etnous donne pour o- une expression de la forme 



qui renferme, jusqu'au mme ordre que dans;:', les d&rivees de la 
fonction arbitraire X. Si Ton y change i en z", on aura 

et, d'apres la proposition etablie plus haut, & la fin du n 988, on 
pourra e*crire 

D. IV. i3 
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a etant ime constante. De la, on deduit 



etant la consLante conjugate de a. 
Gela pose, liquation 



admettra, d'apres ce que nous avons vu, la solution on, en sup- 



primant le facteur constant a , la solution ^ qui esl encore de 
module egal a i, comme to. 

D'aulre part, en prenantpourX, dans laformule (74), une solu- 
tion particuli^re reelle de 1'equalion lin^aire 



qui annnle 1'integrale quadratique de cettc Equation lindairo, ce 
qui est toujours possible (n 8 374et396), puisquc toutcs les solu- 
tions particulieres XH de cette Equation sont rcellcs et lin&urcmcnl 
independantes, on sera assure de passer, par l'inlcrm<5diaire de * \ 
& une Equation aux. d^riv^es partiellcs de rang infcrieur a la pro- 
posee. Ainsi se trouve compl^tee notre demonstration : Unites les 
Equations admettant des solutions de module 6gal & 1 'unite 5 pcuvcnt 
se d^duire par recurrence de celle quc nous avons considerec 
au n 982. 

994. II ne sera pas inutile d'indiquer an moins unc applica- 
lion de la m^lhode de recurrence que nous venons d'titudicr, 
Prenons, comme point de depart, Fcquation 



et la solution, de module 

(76) w' =<?*>, 

de cette equation. Soit z 1 une autre solution quelconque ct <r' la 
fonction definie par la quadrature 
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Dans le cas special que nous consid^rons, o-' satisfera encore a 
liquation (^5). II faut tout d'abord metlre si sous une forme 
telle que </ soit sa conjuguee. Pour cela, il n'y a qu' appliquer la 
methode generate donn6e plus haut (n985) etl'onreconnaitainsi 
qu'il faut prendre z f sous la forme 

(78) s'=X'- 



ou X, Y d^signent des fonctions reelles de x et de y respective- 
ment. On pent prendre alors 

(79) <r' = X'-iX lY, 

ct 1'on pent passer a une Equation de rang superieur. 

L'emploi de la solution^' conduit a Pequation de second rang 

/Q v Stv v 

(80) ^ ( ^ ) = 



qui admet la solution particuli^re de module 6gal a 

X' e'Xz'Y 



et dont Pintcgralc gdn^rale sera defmie (n 395) par la formule 

_ j^o+^Yo __ XJ__ YJ 
*"" '-"- *--' 7> 



ou X , Y d(5signent deux nouvelles fonctions arbitraires de^r et 
dejx*. La solution o) correspond aux determinations suivantes de 
ces fonctions 

(83) X = X'e te , Y =o. 

Pour pouvoir continuer, il faut mettre ces fonctions X , Y 
sous une forme tclle que la fonction or, d^finie par la quadrature 

/ ft v 

(84) u> 

soit la conjugu^e de s. Pour cela, il faut calculer d'abord <r. En 
vue des applications ult^rieures, nous indiquerons meme com- 
ment on calculerait la fonction 6 definie par la quadrature 
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s f etant, comme 3, une solution de liquation (80) correspondante 
aux determinations X, , Y< de X et de Y , 

(86) *' = 

II n'y a ici qu'a appliquer sans modification la m^thode indi- 
quee an n 394. Posons 



(87) 



__ r__? x'-n'x* 1 

- [x'+iX-hiY (X"-4-iX') 2 J 



on aura 

(88) ~=/i(Xo)-H/ 2 (Y ), 



et Ton trouvera 

6=/ 1 (X )-/ 2 (Y u ). 
(90) 



d logs' 



2 r r [d z '\ 7 i /* v / ds' 

% sera la solution generale de liquation 
(90 



et Ton y fera disparaitre les quadratures par les changements de 
notation sisouvent indiqu^s. 

Supposons que z 1 se r^duise & to et, pour cela, remplagons X<, 
Y, 5 paries determinations (83) donnees plus haut. Nous aurons 
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alors 

.. X'"- 



6 sera alors 6gal a cr, ce qui donnera 




Y' 



II faut maintenant choisir X , Y de telle maniere que o- soil la 
conjuguee de z ; c'est le resultat que Ton obtiendra en prenant pour 
Y une fonction reelle de y, el en substituant a la place de X 
Pexpression 

(94) ^o = X 2 

ou X 2 est une fonction arbitraire reelle de x. 

Aiors Femploi de la solution z permettra de passer a 1' equation 
de troisieme rang 

(95) 

qui admettra encore une solution de module egal a 1'unite. 

II est essentiel de remarquer que, conformement a la proposi- 
tion du n 394 ? on peut faire disparattre, par un choix convenable 
des fonctions arbitrages, tout signe de quadrature dans la suite 
des calculs. 

Pour obtenir toutes les Equations de second et de troisieme rang, 
admettant des solutions de module ^gal a Tunite, il |udrait 
encore employer les solutions 



deTequation (75). Mais ces solutions se deduisent de celle que 
nous avons choisie, soit par un changement de notation, soit par 
le passage a la limite. 
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CHAPITRE IX. 

SURFACES A LIGNES DE COXIRBURE PLANES. 

Premiere application des me'th.odes pr6cedentes. Rappel des formules propres b 
determiner les surfaces admettant une representation sph6rique donnee. 
Recherche des surfaces a. lignes de courbure planes dans un systeme. Elles 
correspondent toutes a des Equations a invariants 6gaux pour lesquclles la so- 
lution est de premier ou de second rang. Methodc dc recherche directe : 
theoreme general qui permet de les determiner tres simplcmcnt au moyen de 
trois developpables dont 1'une (A) est isotrope et les deux auires (D), (D,) 
applicables 1'une sur 1'autre avec correspondance des g6n6ratrio.es rcctilignes. 
On de*duit de cette proposition que, si une ligne dc courbure plane est un 
cercle, toutes les autres sont des cercles, que si une d'elles csl algcbrique, toutes 
les autres le sont aussi, etc. Mise en ccuvre de la generation preccdente. 
Galculs et constructions geometriques propres & determiner la surface reclle la 
plus generale ^ lignes de courbure planes, sans aucun signe de quadrature. 



99S. Avant de passer aux applications desr^sxiliats analytiqucs 
obtenus au Chapiire pr^c^dent, rappclons en quclques mots les 
r6sultats obtenus. Pour ne pas multiplier les changements de no- 
tation, supposons que #, y soienl les paramitrcs des lignes de 
courbure et jouent le r61e des variables p, p 4 du n 974. Les sur- 
faces qu'on peut rattacher une memc equation 

\* ) 



dx dy ' 

* 

pour laquelle on a x^esolu les problemes analytiques pnScddcnls, 
pourront tre ddfmies de la mani&re suivante. Si Ton d<5signe 
par ^5 z 1 deux solutions quelcouques de liquation, mises sous la 
forme pour laquelle les fonctions imaginah'cs conjugudes a, <r ; 
sont d^finies par les quadratures 

Cf , ds *<\j t <>* *<\ _, 

^^("s" 5 ^;* 7 -^^- 5 ^)^ 
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to dtant toujours la solution de module egal & 1'unit^, on pourra 
prendre, en rapportant la surface au systeme de coordonnees tan- 

gentielles a, [i, !-, 

^t 

CO 

Ges deux formulcs d^finiront la representation sphdrique des 
ligncs de courbure. Puis on fera dc mme 

U) p'= (Off, q'^ ~. 



Lcs variables a cl (3 (Slant imaginaires conjuguees ainsi que p r 
el*/', on pourra obtenir une infinites de determinations rdelles de 
ct la surface sera 1'cnveloppe du plan defmi par Tdquation 

(6) ( aH .p)XH-i(p a)Y-h(ap OZ-h5=so, 



ou tout cst coimu et d'oCi 1'on pent faire disparaitre tout signe de 
quadrature, Kappelons less relations 



(7) 



^ s dx dp' __ f)<7' 

*^ 5a? ' dx ~~ to ' 

c?at dp' d<j' 

i)y dy dy 



tout a fuit equivalentes aux formulcs (a). 

996. Nous avons dcji\ rccounu (n 983) qne Tequation la plus 
simple dc la forme (i) correspond a des surfaces b lignes de cour- 
bure planes particuliires, caract<5ris6es par cette propriety que les 
cercles qui scrvcnl dc roprescnlaliou spheriquc aux lignes dc 
courbure planes passcnl tons par un point fixe. Proposoris-nous 
maintenant de dtffinir les surfaces u lignes de courbure planes les 
plus ' ' " Nous allons voir qu 1 cllcs correspondent toutcs a 
des Equations pour Icsqucllos la solution est de premier ou de 
seconding* 

D<Ssignons par x le paramfclro des lignes de courbure planes dc 
la surface. Ea tons les points d'unc do ccs lignes, le plan tangent 
dcvra faire un angle constant avcc le plan de la ligne, c'est-4-clire 
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avecune droite dontles paramtres directeurs d^pendront unique- 
ment de x. En exprimant cette condition, on sera conduit a une 
equation de la forme 



#o, #<> #2? #3 d<signant des fonctions de x* Au reste, cette equa- 
tion exprime que la representation sph^rique de la ligne de cour- 
bure est un cercle. En changeant les notations et remarquant que 
# 3 ^2 ae saurait tre nulle quand les axes sont quelconques, on 
lui donnera la forme plus simple 



(8) ( 

# , %\>> %z ^tant toujours des fonctions de x\ quand la surface 
serareelle, les deux premieres seront conjugates et la troisieme 
reelle. t 

DifFerentions cette equation par rapport a y. En tenant compte 

delaseconde fo rmule (7 ) et remarquant que -^ ne pen t tre nulle, 

nous aurons 

(a 



et de la, on d^duit, # 2 n'etant jusqu'ici definie que par son carre, 

(9) 



La premiere de ces equations peut s'ecrire 

(10) Z ? = # to -1- # 2 *j 

nous sommes ainsi conduit a exprimer que 1'equation (i) admet 
deux solutions z ! ^ co relives par la relation precedente. 

A cet effet, substituons dans cette Equation (i) la valeur pr&- 
dente de z r . En tenant compte de ce que co est deja solution de 
liquation, ce qui donne 

dxdy "~ 7 
il vient 

v I i ) 5G* L - Z*'>7 
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Portons la valeur de dans le premier membre de la relation 
precedente, il viendra 



w = -T- - 

dx \ ar' Q ) 

ou, en excluant Thypothese & = o, deja examinee (n 983), 

--3*$-* +(3)' 

II n'y a plus qu'a substituer cette valear de to dans la for- 
mule (12) pour obtenirla condition 



a laquelle doit satisfaire k. Cette condition exprime ^videmment 
(n 330) que Pequation correspondanle doit tre de second rang. 

997. Nous avonsvu (n 389) que la valeur la plus generale 
est la suivante 



/^2 



de sorte que, en remplacant -4 par X 3 , la valeur de to va devenir 



Cette valeur devant avoir un module ^gal a i, il faudra que 
Ton ait 



X 2 , Y 2 , X 4 etant les fonctions conjuguees de X 1} Yj, X 3 respec- 
tivement. 

En donnanl a x une valeur quelconqtie, on reconnait imm^dia- 
tement que les fonctions Y 2 , Y < sont en relation homographique. 
On pourra donner a cette relation homograpliique la forme 
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si Ton remarque que Fexpression (i5) de k ne change pas (n 24) 
lorsqu'on soumet X. i , Y< a une mme substitution line*aire a coef- 
ficients constants. Ainsi Ton pent supposer que Y, soit une f one- 
lion reelle. 

Mais alors il faut evidemment choisir pour co Pexpression de- 
finie par Pequation (Si) du Chapitre precedent; et Ton aura, en 
appliquant les resultats analytiques dun 994 et supposant, ce 
qui est Evidemment permis, Y reduit a y par un changement de 
notations, 






Pour crire d'une manire rapide les valeurs de a, (3, //, q ! , in- 
troduisons les notations 



07) 
(i8) 



,X"-HjX' / ,X"-)-fX'y 

O if O Zi - I jt __ r/ __ ___ __^_^_^ I 

..... x/// -i-x' _ v X W H- x' / 

X'-i~ t'X -H i./ X /7 -i- iX' 

2W . , 



zr 



et dsignons de ni^me par A^, ^ 2 les symboles obtenus 'en chan- 
geant i en /. On aura, X < etant une fonction reelle ? 



(19) 

puis, X 2 et Y< 6tant encore des fonctions reelles, 

(20) y'w ' 



Les deux premieres relations feront connaitre la representation 
spherique. II faudra ensuite calculer ?, qui sera d^finie par la for- 
mule (5)ou Ton substituera les valeurs prec^dentes de a, j3,//, q*> 
II restera encore a donner aux fonctions reelles X 2> Y< une forme 
telle que toute quadrature disparaisse de 1'expression de 5- 

On voit que les surfaces a lignes de courbure planes dependent 
de quatre fonctions arbitraires X, X< , X 2) Y< . Elles sont done loin 
d'etre les plus g^n^rales parmi celles qui correspondent a liqua- 
tion du second rang et qui dependent, en realit^, de cinq fonctions 
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arbitrages, a savoir : X, deux fonctions figurant dans la represen- 
tation spherique et deux autres dans les expressions de p ! et de cf . 

998. Sans faire Petude approfondie des surfaces a lignes de 
courbure planes, auxquelles M. Rouquet a consacr6 un Memoire 
des plus remarquables, deja cite [I, p. 1 14], nous ferons connaitre 
une proposition qui les concerne et qui se rattache directement 
aux resultats du n 972. Cette proposition peul s'enoncer comme 
il suit : 

Etant donnee une surface (S) a lignes de courbure planes 
dans un systeme, soit (D) la developpable enveloppe des plans 
des lignes de courbure. Supposons qu'elle se deforme de telle 
maniere que ses generatrices, demeurent rectilignes, etqifelle 
entraine les lignes de courbure planes dans ses differents 
plans tangents; il existera une trans/ormee (Dj) de (D) pour 
laquelle toutes ces' lignes de courbure viendront se placer 
sur une meme developpable isotrope (A); les lignes de seconde 
courbure venant alors coincider a9ec les generatrices recti- 
lignes de la developpable (A). 

Pour demontrer cette proposition, nous commencerons par 
examiner ce que devientla surface (S) lorsqu'on deforme lad^ve- 
loppable (D) de telle mani&re que ses generatrices demeureut 
rectilignes. Si Ton designe par la lettre (C) les lignes de pre- 
miere courbure, situees dans les plans tangents de (D) et par la 
lettre (Cj) les lignes de seconde courbure, il est clair que les 
tangentes aux lignes (C), aux points ou elles sont rencontrees par 
une mme courbe (d\ ), engendrent une developpable dont Parte 
de rebroussement (Ki) est trac^e sur la developpable (D); de sorte 
que chaque courbe (Cq) est une developpante de Tarte de re- 
broussement (K^ qui lui correspond. Cette relation entre (K<) 
et (Cj) ne se modifie nullement quand la d^veloppable (D) se 
deforme en entrainant dans ses plans tangents les courbes (C). 
On reconnait done immediatement que, dans la nouvelle sur- 
face (27) engendr^e par les positions nouvelles des courbes (C), 
surface qui correspond point par point a (S), les lignes de pre- 
mi^re et de seconde courbure correspondent respectivement aux 
lignes de premiere et de seconde courbure de (S). 
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M. Ronquet a fait grand usage de la proposition que nous venons 
d'etablir et qui est due a Ribaucour (*). Elle ne nous est pas in- 
dispensable; mais elle aidera le lecteur a mieux comprendre le 
raisonnement suivant. 

999. Soient (j^. 88) (C)une des lignes de premiere courbure 

Fig. 88. 




de (S), M un quelconque de ses points, M! un point infiniment 
voisin de M pris sur la ligne de seconde courbure (Cj) qui passe 
en M, P la projection de M' sur le plan de (C). Soit QQ' la ge- 
n&ratrice de contact du plan de (C) avec la d^veloppable (D), 
R le point oii cette generatrice louche Parte de rebrousse- 
ment (R) de cette d^veloppable ; de sorte que cbaque point R et, 
par suite, chaque plan tangent de (D) sera d<termin6 par Pares 
de (R) compte a partir d'une origine fixe prise sur (R). Le plan 
de la ligne de premise courbure (C') qui passe en M' corres- 
pondra, par exemple, au point R'de Tarte de rebroussement, de 
sorte que Tangle des deux plans contenant les lignes de premiere 

courbure qui passent en M et en M' sera gal a > ds designant 
Faccroissement RR 7 de s et- 6tant la torsion de (R) en R. MT 



C 1 ) RIBAUCOUR, Sur les courbes enveloppes de cercles et sur les surfaces en- 
veloppes de spheres. (Nouvelle Cor res parlance mathematique, t. V et VI; 
1879-1880). 
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est evidemment egal & cet angle niultipli par la distance de Tun 
des points M ou P a la droite d'intersection QQ' des deux plans 
osculateurs respectivement en R et en R'. Si done p designe la 
distance du point M a la tangente QQ' en R, on aura d'abord, en 
negligeant les infiniment petits du second ordre 



Cela pose*, considerons le triangle rectiligne MM'P : il est rectangle 
en P, son angle en M ne differe que de quanlites du second ordre 
de Tangle cp que fail en ce point M la surface (S) avec le plan 
de (C). On peut done e'crire 

M'P = PM tango; 

et, si Ton porte cette valeur de M'P dans la relation precedente, 

il vient 

p ds 

= -' 



Telle est la relation que nous voulions etablir. En voici maintenant 
les consequences. 

1000. Supposons d'abord que le point M se deplace sur la 
courbe (C); le premier membre de la relation prece'dente de- 
meurera invariable, puisque Tangle <p est le me'me pour tous les 
points de la courbe (C), d'apres le tlieoreme de Joachimsihal. II 
en sera done de inline du second membre, qui devra se reduire 
par consequent a une fonction de la seule variable s. On aura done 
les deux egalites suivantes 

; tango = /($), 
(21) 

La seconde s'interprete geometriquement de la maniere la plus 
simple. II est evident par la geometric que si Ton de"forme la de- 
veloppable (D) de telle maniere qu'elle vienne s'appliquer sur un 
plan, celui de la courbe (C) par exemple, le point P sera a une 
distance infiniment petite du second ordre de celui ou vient 
s'appliquer le point M'. La seconde relation precedente donne 
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done une propri6te de la famille de courbes sur laquelle viennent 
s'appliquer dans le plan les lignes de premiere courbure. A 
chacune de ces courbes (C), maintenant toutes situ^es dans le 
mme plan, correspond une droite QQ' ddterminee. Et, pour 
chaque point de la courbe (C ) infiniment voisine de (C), ily 
a un rapport constant enlre la distance a la courbe (C) et la 
distance & la droite correspondante QQ'. Cette propriete geV 
metrique conduit a une Equation aux d^riv^es partielles, qui a e"l6 
form^e et integree de la maniere la plus elegante par M. Rouquet. 
Laissant dec6te Tetude de cetteint^ressante question, revenons 
a la premiere des relations pr^c^dentes 

Ttangcp =/(*). 

Elle nous montre immddiatement que, lorsqu'on deforme la deve- 
loppable (D), Tangle <p varie de telle maniere que le produit 
Ttangcp demeure constant. Au lieu de considerer Phypotaese ou 
la d6veloppable (D) se rduit a un plan, supposons qu'on la de- 
forme de telle mani&re que 1'on ait, en chaque point de 1'arSte de 
rebroussement, 

T=J/(S), 
il viendra alors 

tangtp =q=z. 

Et, par consequent, Tangle du plan tangent a la surface et du plan 
de la ligne de courbure deviendra infini. Ce dernier plan, 6tanl 
osculateur a Tarete de rebroussement de la d^veloppable dans sa 
nouvelle position, ne sera pas isotrope. II faudra done que le plan 
tangent a la surface le soit. Done la surface a lignes de cour- 
bure planes (S) aura ete transformee en une de9eloppable iso- 



De tout ceci r^sulte done le theorerne suivant : 

Pour obtenir toutes les surf aces a lignes de courbure planes 
dans un systeme, on construit une developpable isotrope quet- 
conque (A) et une developpable non isotrope (D<). On deforme 
ensuite (D^ de telle maniere que ses generatrices demeurent 
rectilignes et que ses plans tangents entrainent les courbes 
suivant lesquelles Us coupaient la developpable (A). L'en- 
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semble des courbes ainsi entrainees constitue la surface la plus 
generale a lignes de caurbure planes dans un systdme ( f ). 

En reprenant le point de vue cUveloppe au Chapilre VI, on peut 
enoncer le theoreme sous la forme suivante : 

Pour obtenir les surfaces precedentes, on prend deux deve- 
loppables (D), (D,) applicables I'une sur Fautre avec corres- 
pondance des generatrices rectilignes. Si Von fait rouler la 
developpable (D, ) sur la developpable (D) de telle maniere que 
le contact ait lieu & chaque instant entre tons les points des 
generatrices correspondantes, toute developpable isotrope (A) 
invariablement liee d (D { ) sera coupee par les plans de contact 
successi fs suivant les lignes de courbure de Vune des surf aces 
cherchees. 

1001. Alors meme que ces theoremes ne conduiraient pas, 
comme nous allons le voir, a une methode rapide de recherche 
des surfaces a lignes de courbure planes dans un sysleme, ils 
permettraient au moins d'expliquer de la maniere la plus satisfai- 
sante certains fails, ayant quelque chose de paradoxal, qui se pre*- 
sentent dans cette theorie. 

On sait, par exemple, que, si une des lignes de courbure 
planes est un cercle } toutes les autres sont des cercles; que, si 
elle est algebrique, toutes les autres sont algebriques; que les 
lignes de courbure ne peuvent tre toutes des coniques differentes 
du cercle, etc. Tous ces faits s'expliquent immdiatement par la 
remarque suivante, qui est e'vidente. 



(*) Cette proposition, donne'e depuis longtemps dans mon enseignement, s'ap- 
plique m6me aux surfaces pour lesquelles les plans des lignes de premiere courbure 
passent par une droite fixe. En effet, on doit attribuer en general une valeur 
nulle a la torsion d'une courbe plane; mais il faut remarquer cependant que, si 
cette courbe se re*duit a une droite, la torsion devient ind^terminde. Si Ton 
associe a chaque point de cette droite un plan de'termine' passant par la droite, il 
est clair que la torsion prend en chaque point une valeur de'termine'e, dependant 
d'ailleurs de la loi suivant laquelle on a associe les plans passant par la droite 
aux points de cette droite. 

Dans le cas ou les plans des lignes de courbure enveloppent un c6ne, il suffit 
de choisir une variable autre que s. 
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Des qu'une ligne de courbure plane est donn&e, on connalt 
par cela mime la developpable isotrope (A), qui doit etre cir- 
conscrite a cette courbe en meme temps qu'au cercle de I'infini. 
Par consequent toutes les autres lignes de courbure ne peuvent 
etre que des sections planes de cette developpable, parfaite- 
ment connue. 

Si Tune des lignes de courbure est un cercle, la developpable 
isotrope se decompose en deux points-spheres. Done toutes les 
autres lignes de courbure sont des cercles. 

Si Tune des lignes de courbure est algebrique, il en est de 
mme de (A) et, par suite, de ses sections planes quelconques. 

Si Tune des lignes de courbure est une conique differente d'un 
cercle, (A) est en general du 8 e ordre; mais elle peut se reduire 
au 7 e , an 6 e , au 5 e et meme au 4 e 5 si son arete de rebrousseinent 
est une cubique gauche. Dans ce dernier cas seulement, la de"- 
veloppable contient une famille de coniques; mais elles sont 
situe"es dans les plans tangents de la developpable, qui sont tous 
isotropes. Done il est impossible que toutes les lignes de courbure 
soient des coniques. 

Voici les principes qui peuvent guider, si 1'on recherche tousles 
cas dans lesquels les lignes de courbure sont algebriques et d'un 
degre determine*. 

Une surface reglee algebrique indecomposable etant donnee, si 
certaines de ses sections planes se decomposent, elles se com- 
posent uniquement d'un certain nombre de droites et d'une courbe 
algebrique indecomposable. 

Si les lignes de courbure planes sont d'un degre" determine ft, 
il est necessaire que la developpable isotrope circonscrite a Fune 
de ces lignes se decompose en deux developpables symetriques 
par rapport au plan de la courbe, c'est-a-dire que la ligne soit ce 
que Laguerre a appele une courbe de direction. 

Nous nous contenterons de signaler ici les deux hypotheses qui 
paraissent les plus simples. II existe une de*veloppable isotrope du 
5 e ordre que Ton peut de*finir comme il suit. Elle est circonscrite 
a la courbe du 3 e ordre definie par les Equations 



SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES. 2OQ 

et elle esl Fenveloppe du plan 



1UX y(l W 2 )- 

Tous les plans definis par Fequation 

**) = 



ou z est consider^ comme un parametre variable, la coupent sui- 
vant les deux generatrices qui correspondent aux valeurs , it 
du parametre et suivant une courbe du 3 e ordre; de sorte que 
la d^veloppable admet une famille de sections du 3 e ordre, qui 
pourront devenir les lignes de courbure d'une infinite de surfaces 
de la nature de celles que nous cherchons. Comme les plans de 
ces sections sont paralleles & une droite, on ne pourra obtenir que 
des surfaces pour lesquelles ces lignes de courbure du 3 e degre 
seront distributes dans les plans tangents d'un cylindre d'ailleurs 
quelconque. C'est a cette classe qu'appartient la surface minima 
d'Enneper, 6tudiee au n 207. 

Considerons encore la cubique gauche isotrope definie par les 
Equations 



La developpable isotrope dont elle estTar^te de rebroussement 
est Tenveloppe du plan d^fini par I'equation 

2, ifi 

{26) (l M 2 )2?H- 1Uy->ri(l-*rlP)Z'+- - - = O. 

o 

Elle admet pour sections planes des courbes du quatrieme ordre 
a trois points de rebroussement qui pourront devenir les lignes 
de courbure planes d'une infinite* de surfaces. 

1002. La ge*nration des surfaces a lignes de courbure planes, 
telle que nous 1'avons donne"e plus haut, permet encore de r^soudre 
assez simplement une question que M. Caronnet s'est proposee 
dans un travail recent (* ). On connait deja une premiere serie de 



(*) TH. CARONNET, Sur les surfaces dont les lignes de courbure d'un sys- 
teme sont planes et egales ( Comptes rendus, t. GXVII, p. 842; 1898). 
D. - IV. 14 
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surfaces a lignes de courbure planes pour lesquelles toutes les 
lignes de courbure planes sont gales. Ce sont les surfaces mou- 
lures de Monge : elles correspondent au cas ou la developpable (D ) 
qui intervient dans la g^n&ration indiquee plus haut se reduirait 
a un plan. Mais parmi les autres surfaces a Hgnes de courbure 
planes, parmi celles dont toutes les lignes de courbure planes 
sont des sections differentes d'une mme developpable iso trope 
y en a-t-il pour lesquelles ces lignes de courbure soient toutes 
gales? La question revient evidemment a la suivante. 

Existe-t-il des developpables isotropes admettant une famille de 
sections planes toutes superpo sables? 

Ou encore : 

Existe-t-il des de'veloppables isotropes dont l'arte de rebrousse- 
ment ne cesse pas de coincider avec elle-mme quand on luiim- 
prime une serie de d^placements dependant d'un parametre 
variable an moins? 

II est clair que, si Varte de rebroussement ne se reduit pas a un 
point, elle doit tre necessairement une helice isotrope tracee sur 
un cylindre circulaire droit. 

Cette remarque explique et fait pre*voir tous les r^sultats ob- 
tenus par M. Caronnet. Nous n'entrerons pas dans le detail, nous 
contentant de signaler ici le cas particulier le plus elegant. La deve- 
loppable admettant pour arte de rebroussement 1'helice isotrope 
tracee sur un cylindre circulaire droit est coupee par tout plan 
passant par 1'axe de ce cylindre suivant une tractrice ou courle 
aux tangentes e gales. 

Soit, en effet, M un point de Thelice isotrope. La sphere (S) 
inscrite au cylindre suivant le parallele qui passe en M coupe le 
plan secant suivant un cercle (C) ayant mme centre que la 
sphere. D'autre part, elle contient la tangente en M a 1'helice 
isotrope, tangente venant couper le cercle (C) en un point M' qui^ 
d^crira la section cherchde. Or, le plan osculateur de I'h6lice, 
c'est-a-dire le plan tangent a la developpable (A) dont elle est 
Tarte de rebroussement, est le plan OMM7 qui coupe le plan 
secant suivant la tangente OM' a la section. Cette tangente, e'tant 
un rayon du cercle (C), sera bien constante et egale au rayon 
de (S) ou au rayon de base du cylindre. 

Un re*sultat analogue s'applique a toutes les sections planes 
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qui, on le reconnaitra aisement, sont des courbes definies par la 
propriete de couper les cercles bitangents a une conique, section 
du cylindre par leur plan, sous des angles dont le sinus sera, pour 

T5 

un cercle determine, - , R tant le rayon de base du cylindre et r 
le rayon de ce cercle. 

1003. Laissant de cote* toutes les applications particulieres, qui 
meriteraient sans doute une etude detaillee, nous allons indiquer 
comment on pent traduire analytiquement la generation prece- 
dente des surfaces a lignes de courbure planes dans un systeme et 
presenter sous une forme enti&rement r^elle les equations qui de*- 
finissent ces surfaces. 

La generation indiquee emploie trois developpables (A), (D) 
et (D 4 ). La developpable (A) se determinera par les equations si 
souvent employees dans la the*orie des surfaces minima 



i w = o, 
(27) 'j -wX'-H Y' -h iuZ' - F'(w)=o, 

entre lesquelles il faudra eliminer u. La premiere represente, pour 
une valeur determined de z/ 3 le plan tangent a la surface; et les 
deux, prises ensemble, la generatrice de contact de ce plan. 

La developpable (D) sera pleinement definie aussi si Ton donne 
les coordonnees x, y, z d'un point de son are"te de rebrousse- 
ment (R) exprimees en fonction de Tare $ de (R) et les neuf 
cosinus a, #', a", 6, &', b", c, c', c" qui d^terminent respective- 
ment la direction de la tangente ? de la normale principale et de la 
binormale a cette courbe. 

De meme la developpable (D^ sera d^terminee par les quan- 
tites^ M yt, z i} a f , a' n a*, b { , b\, b" { , c^ c\, c\ analogues a celles 
que nous venons de definir pour (D) et qui seront des fonctions 
de la nie'me variables que les precedentes. En leurs points cor- 
respondants, les aretes de rebroussement de (D) et de (D<) ont, 
en effet, le m^me arc et aussi le meme rayon de courbure. 

Soit(P i )un plan tangent de (D 4 ) touchant 1'arfite de rebrousse- 
ment (R<) de (D 4 ) au point M 4 . Si x', y f d6signent les coor- 
donnees d'un point de ce plan rapportees a des axes formes par la 
tangente et la normale principale a (R,) en M <5 on aura videm- 
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ment 

(28) 



X 7 , Y 7 , Z 7 etant les coordonnees du point par rapport aux axes fixes. 
Par suite, pour avoir la section de la d^veloppable (A) par le 
plan (P { ) : il faudra, dans les formules (27), remplacer X 7 , Y 7 , Z' 
par leurs valeurs pr^cedentes et eliminer u entre les deux equa- 
tions ainsi obtenues. 

Supposons maintenant que la developpable (D<) se dforme et 
vienne coi'ncider avec (D). Le plan (P<) viendra comcider avec 
le plan correspondant (P) de (D). Les coordonn^es # 7 , y ! de 
chaque point de la section demeureront invariables; mais, si 1'on 
d^signe par X, Y, Z les coordonnees nouvelles du point (# 7 , y) 
relativement aux axes fixes auxquels on a rapport^ (D), on aura 

X = x + ace' H- by', 



de sorte que, pour obtenir la surface cherchee, il faudra eliminer 
&, X 7 , Y 7 , Z 7 , x') y, s entre les huit Equations (27), (28), (29). 
Remarquons que 1'on a 



a:), 
(3o) 

o= c(X_,r)-h c'(Y-,y)-H c v (Z~^)= g c(X-ar); 
tout se ram^nera done a eliminer s et u entre les deux equations 



(i- 



-h z(i +- " 2 ) -1 +< a(X^^) + b\ 



a:)J 
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et la de*rivee de la seconde par rapport a u. Les variables u et s r 
nous 1'avons vu (n 998), seront les parametres des deux families- 
de lignes de courbure. 

1004. II n'y aura aucune difficulte a calculer expliciteraent les 
fonctions de s qui entrent dans les formules. En effet, les aretes 
de rebroussement (R) et (Rj) ont, aux points correspondants, la 
meme courbure, mais non la mme torsion. Si 1'on se donnait la 
courbure et la torsion en fonction de Tare, il faudrait, pour deter- 
miner la courbe, integrer une Equation de Riccati. Mais, la torsion 
etant arbitraire, il est clair qu'on pourra toujours la determiner par 
la condition que cette Equation de Riccati ait une solution donne*e 
a 1'avance, ce qui permettra de ramener a des quadratures la de- 
termination de toutes les fonctions de $ qui figurent dans la so- 
lution. Nous avons vu : i qu'on peut mettre la solution sous 
une forme entierement re'elle; 2 qu'on peut faire disparaitre 
toutes les quadratures par un choix convenable des fonctions ar- 
bitraires. On peut etablir tous ces re"sultats par la Geometric. 

Remarquons d'abord que Farte de rebroussement (R,) a, en 
chacun de ses points, pour torsion une fonction de s qui est une 
imaginaire pure z/( 5 )- Les formules fondamentales 

ds ~~ p ds ~~ T ' ds ~~ * 

nous montrent alors qu'on pourra la rapporter a des axes tels que 
Si, a" { , fr^ C|, c\ soient desimaginaires pures, les autres quan- 
tites x { , y\) a^ b { , a\, b\, c\ etant reelles. Si done on prend, 
dans les formules (27) pour F(u} une fonction re'elle de &, il est 
clair que les deux equations finales (3i) pre"senteront la solution 
sous une forme entierement re'elle; x, y, z, a, &, . . . devant e'vi- 
demment 6tre supposees reelles puisqu'elles se rapportent a la de- 
veloppable r^elle (!)) 

1005. Indiquons maintenant comment on pourra faire dispa- 
raitre les quadratures qui entrent dans la solution. Parmi les difle- 
rents moyens que Fon peut employer, voici celui qui nous a paru 
le plus simple. 

Les fonctions de s qui figurent dans la solution servent en de*- 
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finitive a definir le roulement de (D<) sur (D). Si done, au lieu 
de ( A), nous prenons un point-sphere O invariablement lie a (D< ), 
ce point-sphere coupera le plan de contact suivant un cercle qui 
engendrera une surface a lignes de courbure circulaires dont les 
lignes de seconde courbure correspondront aux generatrices rec- 
tilignes du point-sphere et seront, par suite, pleinementconnues. 
Inversement, si nous connaissons une surface a lignes de courbure 
circulaires dont on puisse obtenir toutes les lignes de courbure 
sans aucune quadrature, la construction geom^lriqne donnee au 
n 970 s'appliquera ici et permettra de construire autant de cercles 
qu'onle voudra engendrant des surfaces a lignes de courbure cir- 
culaires. Si Ton prend, conform^ment a la m<thode indiqu^e, 
tous ceux de ces cercles qui, dans un plan dtermin^, enveloppent 
une courbe (K), ils envelopperont, dans les autres plans, des 
courbes dont Pensemble constituera la surface cherchee. Ainsi 
tout estramen^ a trouver une surface a lignes de courbure circu- 
laires, la plus gen&rale possible, dont toutes les lignes de cour- 
bure se determinent sans aucune integration. 

1006. Un premier moyen de r^soudre cette intdressanle ques- 
tion consiste a employer la transformation de M. Lie qui fait cor- 
' respondre a des surfaces enveloppes de spheres les surfaces reglees 
engendr^esparles droites qui correspondent a ces spheres, et aux 
lignes de courbure des premieres surfaces les lignes asympto- 
tiques des secondes. Dans un Elegant article public en 1888, 
M. Kcenigs ( * ) a montre comment on peut dcrire sans aucun signe 
de quadrature les Equations qui d6finissent une surface reglee de 
maniere a mettre en Evidence les lignes asymptotiques. 

D'aulre part, dans le travail cit plus haut, M. Rouqnet a in- 
diqu6 le proc^d^ g^om^trique suivant. 

fitant donnee une surface a lignes de courbure sph^riques, il 
existe toujours, nous le verrons, une surface de m&me nature 
admettant la meme representation sph^rique et pour laquelle les 



(*) Gr. KCENIGS, Determination sous forme explicite de toute surface reglee 
rapportee d ses lignes asymptotiques et, en particulier t de toutes les sur- 
faces reglees a lignes asymptotiques algebriques ( Comptes rendus, t, CVI, 
p. 5i-54). 
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spheres qui contiennent les lignes de courbure passent par un 
point fixe ou coupent a angle droitune sphere fixe. Admettons ce 
resultat qui s'applique aux surfaces a lignes de courbure circu- 
laires lorsqu'on choisit les spheres qui leur sont inscrites parmi 
celles qui contiennent la ligne de courbure circulaire. Nous 
voyons qu'a toute surface (S) a lignes de courbure circulaires, on 
pourra faire correspondre une surface (S ; ) de mme representa- 
tion sphe*rique, enveloppe de spheres variables (U) orthogonales 
a une sphere fixe (S). On aura deux lignes de courbure non cir- 
culaires de (S 7 ), celles qui sont decrites par les deux points ou 
chaque ligne de courbure circulaire coupe la sphere (S). Nous 
allons voir d'abord qu'on peut construire la surface de maniere a 
en obtenir une troisieme sans integration. 

Prenons, en effet, une de*veloppable (D 7 ) dont on sache deter- 
miner les lignes de courbure et soit (L) une de ses lignes de 
courbure. Construisons les spheres (U) tangentes a (D 7 ) aux 
diflerents points de (L) et orthogonales a (S). Elles enveloppe- 
ront une surface (S 7 ) admettant (L) pour ligne de courbure et 
satisfaisant, par suite, a la condition deniande"e. 

Or, il re*sulte d'un theoreme de M. Emile Picard (') que le 
rapport anharmonique des points ou quatre lignes de courbure 
non circulaires rencontrent une mme ligne de courbure circu- 
laire est constant. Cette proposition, fournira e*videmment toutes 
les lignes de courbure sans aucune integration des que trois d'entre 
elles seront connues, comme il arrive pour la surface (S'). 

A la v&rite', nous avons admis que Ton sait construire sans 
aucune quadrature une de"veloppable (D 7 ) dont on peut de*ter- 
miner une ligne de courbure. Voici comment on pourra operer. 

Trac^ons arbitrairement une courbe (G) sur une sphere, puis, 
dans Fespace, une courbe (C f ) dont les langentes soient paralleles 
a celles de (C); ce qui se fera sans aucune integration, (C 7 ) tant 
Parole de rebroussement d'une developpable dont les plans tan- 
gents sont assujettis a Tunique condition d'etre , paralleles aux 
plans osculateurs de (C). Menons ensuite par chaque tangente 

(*) E. PIGARD, Application de la theorie des complexes lineaires a V etude 
des surfaces et des courbes gaudies (Annales scienttfiques de I'ficole Normale 
supfrieure, 2 s6rie, t. VI, p. 862; 1877). 
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de (C') un plan parallMe au plan tangent a la sphere au point 
correspondant de (C). Les plans ainsi obtenus enveloppent une d- 
veloppable qui admet evidemment (C') comme ligne de courbure. 

1007. Nous avons ainsi construit 1'enveloppe de spheres (S'V 
dont les lignes de courbure sont determines sans aucune int^gra- 
tion. Pour obtenir Tenveloppe (S) nous invoquerons le theor&me 
suivant, compris comme cas particulier dans une proposition que 
nous donnerons plus loin. 

Lorsque deux surfaces eriveloppes de spheres (2), (S ; ) ont 
mme representation spherique, les spheres inscrites aux deux 
surf aces suivant deux lignes de courbure correspondantes y ces 
deux lignes de courbure et les cdnes droits circonscrits suivant 
elles aux deux surfaces ferment, a chaque instant, deux 
figures homothetiques. Les courbes decrites par les sommets 
des deux cdnes ont leurs tangentes constamment paralleles, 
et le centre de Vhomothetiepr&cedente est le point oil la droite 
joignant les sommets des deux cdnes correspondants touche 
la courbe qu'elle enveloppe necessairement. 

On voit done que, pour obtenir 1'enveloppe cherch^e (S), il 
suffira de construire une courbe dont les tangentes soient assu- 
jetties a 1'unique condition d'etre paralleles a celles de la courbe 
d^crite par les sommets des c6nes droits circonscrits a (S ; ), puis 
d'appliquer le tb6or^me precedent, qui permettra de d^duire de 
chacun des cercles de (S^) le cercle correspondant de (S). 
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CHAPITRE X. 

SURFACES ISOTHERMIQUES A LIG-NES DE COURBURE PLANES. 

Rappel des diffe"rentes classes de surfaces a lignes de courbure planes determines 
on e'tudie'es dans le cours de cet Ouvrage. Indication de cas particuliers 
dans lesquels ces surfaces sont isothermiques. Recherche systematique des 
surfaces qui satisfont a cette double condition d'avoir leurs lignes de courbure 
planes, au moins dans un systeme, et d'etre isothermiques. Mise en equation 
du probleme. Integration des Equations line"aires auxquelles satisfont les ro- 
tations. Tout se ramene a la determination d'une fonction h satisfaisant a 
deux equations aux derivees partielles. Application de la iheorie des fonc- 
tions doublement pe"riodiques de seconde espece et des m6thodes de JVI. Hermite 
a cette integration. La solution depend des fonctions elliptiques et comporte 
une fonction arbitraire. Explication de ce dernier r<sultat et construction 
geom^trique de la surface. Cas particulier ou le module de la fonction ellip- 
tique devient nul. 



1008. Dans differentes parties de cet Ouvrage, nous avons de- 
termine differentes classes de surfaces a lignes de courbure planes : 
celles pour lesquelles les plans des lignes de courbure passent 
par une droite fixe (n 94); celles pour lesquelles toutes les 
lignes de courbure sont planes (n 105); celles pour lesquelles 
la courbure totale est constante (n os 820, 821). Pour computer 
ces 6tudes particulires, nous allons determiner une classe nou- 
velle de surfaces a lignes de courbure planes, que Ton est conduit 
a rechercher par les remarques suivantes. 

D'apres une remarque faite par M. 0. Bonnet (n 771), on peut 
dduire,de chaque surface dontla courbure totale est constante, 
deux surfaces dont la courbure moyenne est constante et qui sont 
parall&les a la premiere. On voit done qu'aux surfaces a courbure 
totale constante d^couvertes parM. Enneper (n os 814 a 821) cor- 
respondent des surfaces a courbure moyenne constante qui auront, 
elles aussi, leurs lignes de courbure planes dans un systeme et 
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spheriques dans Pautre. Ces dernieres surfaces ont et6 Tobjet 
d'une tude de M. Max Voretzsch (<). 

Or, d'apres un resultat que Ton doit encore a M. 0. Bonnet 
(n os 433, 77S), les surfaces dont la courbure moyenne est con- 
stante peuvent tre divisees en carres infiniment petits par leurs 
lignes de courbure; ou, ce qui est la mme chose, les lignes de 
courbnre de chaque syst&me constituent une famille de courbes 
isothermes. 

II resulte done de la recherche faite par M. Enneper qu'il existe 
des surfaces satisfaisant a cette double condition que leurs lignes 
de courbure soient planes dans un systeme et, en outre, que la 
surface puisse etre divis^e en carres infiniment petits par ses 
lignes de courbure. On est ainsi conduit chercher toutes les 
surfaces, autres que les surfaces de revolution, jouissant de cette 
double propriete. La solution de ce probleme fait 1'objet du pre- 
sent Chapitre. 

Le resultat que Ton obtient est remarquable; bien que les sur- 
faces cherch^es doivent satisfaire a la fois a deux Equations aux 
drives partielles, on trouve qu'elles contiennent dans leur 
equation deux constantes et une fonction arbitraire. On a done, 
d'une part, une famille de surfaces a lignes de courbure pJanes 
dans un systeme, jouissant d'une propriete g^omtrique a laquelle 
les geometres attachent quelque inter^t; et, a un autre point de 
vue, on ajoute aux surfaces en tr&s petit nombre dont les lignes 
de courbure forment un systeme isotherme toute nne famille de 
surfaces qui, par cette proprit6, viennent se placer a c6te des 
surfaces de revolution et des surfaces minima. 

Malgr6 le degr6 de gnralit de la solution, on peut obtenir 
une construction gomdtrique simple de toutes les surfaces qui 
correspondent a des formes diflerentes de la fonction arbitraire. 
D'ailleurs les calculs que Pon doit d<velopper pour obtenir les 
expressions des coordonnees d'un point de la surface cherchee en 
fonction de deux variables ind^pendantes ofFrent une int^ressante 



() MAX VORETZSGH, Untersuchung einer speciellen Fldche constanter mitt- 
lerer Kriimmung bei welcher die eine der beiden Schaaren der Krummungs- 
linien von ebenen Curven gebildet ist. GOttingen, i883. 
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application de la belle theorie des fonctions doublement perio- 
diques de seconde espece qui est due a M. Hermite. A tous ces 
points de vue, il y a quelque utilite a faire connaitre dans ses 
points essentiels la methode suivie. 

1009. Je rappellerai d'abord les formules de la theorie des sur- 
faces dont nous aurons a faire usage. 
Soit 



(I) &*= 

P expression de V element lineaire de la surface. Les six quantit^s 
D. <7, r, r>i, <7<-, ri doivent satisfaire aux relations 



*-&=.-., 



dr 



(3) 



De'signons par a, a f , a ff les cosinus directeurs de la Langente a 
la courbe 9 = const, ou, ce qui est la mme chose, de la tangente 
a Tare Arfw, par 6, # 7 , b" les cosinus directeurs de la tangente a 
la courbe u = const, ou a 1'arc C rfp, et enGn par c 3 c f , d r les co- 
sinus directeurs de la normale a la surface. On devra avoir, comme 
on sait. 



(5) 



da 



db 

- = cp ar, 

du r 

do , 



da 
- 

db 
3? 

do 



et les equations analogues pour a f , ', c 1 ] d^ b", c n . Les Equa- 
tions (5) feront connaitre les neuf cosinus; puis on obtiendra les 
coordonn^es rectangulaires X, Y, Z d'un point de la surface ex- 
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prim^es en ^^, 9 par les quadratures 

<X = A a du-\-Gb dv, 

dZ = A a" du -4- G b" dv. 

Remarquons enfin que, si Ton emploie la representation sphd- 
rique de Gauss, c'est--dire si, par le centre d'une sphere de 
rayon i, on mene une parall&le a la normale, prolong^e jusqu'a 
son intersection avec la sphere, le point de la sphere correspon- 
dant au point (X, Y, Z) de la surface aura pour coordonnees c, 
e', c". L'etement lin^aire de la sphere sera done determine par la 
formule 

1010. Apr6s avoir rappel^ les formules pr^c^dentes, nous allons 
les appliquer au probleme propos^ ; nous supposerons les surfaces 
cherchees rapport^es a leurs lignes de courbure. Cela s'exprimera, 
comme on sait [II, p, 386], par les deux Equations 

(8) . p = o, ^ t =:o. 

De plus, comme les lignes de courbure doivent etre isothermes, 
on pourra poser 

(9) A=G = ^S 

h d^signant une nouvelle variable, substitute la valeur commune 
de A et de G. 

La formule (7) se r^duit, dans le cas qui nous occnpe, a la sui- 
vante : 



Pour exprimer que les lignes de courbure de Fun des syst^mes, par 
exemple les lignes p = const., sont planes, il suffira d'exprimer 
que les lignes qui leur correspondent sur la sphere sont des 
cercles, c'est-a~dire que leur courbure geod^sique est constante : 
cela conduit & liquation 

Co) ^ = -vg, 

ou V d^signe une fonction de 9. 
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Les Equations (8), (9), (10) sont I'expression complete des con- 
ditions gomtriques auxquelles doit satisfaire la surface cherchee. 
Si on les joint aux Equations (2) et (3), on en d^duira les valeurs 
suivantes des six quantites/), y, . . . : 



(11) 



j-o, 



-- 



r dh 

dh 
~ dv' 



dh 

- y 

du 



W d^signant la d^riv^e de Vj en outre, la fonction h devra satis- 
faire aux deux Equations aux d^riv^es partielles 



d*-h 



Oil 



57 



L'int^gration simultanee de ces equations estdonc la premiere 
recherche que nous ayons a entreprendre. 

Liquation (12) est du troisi&me ordre, mais il est aise de Tin- 
legrer compl^tement. En eflet, si nous multiplions ses deux termes 
d*h 



par 



". 9 



y ils deviennent Tun et Tautre des d^riv^es exactes par 



rapport a p. Une premiere integration donne ainsi 



dh 
dv 



On peut dcrire cette Equation comme il suit : 

d*h 



du dv 



dh 
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et une nouveile integration par rapport a 9 nous donne 



II est vrai que nous avons neglig la solution particuliere 
fournie par 1' Equation 



mais il est aise de voir, en la combinant avec liquation (12), 
qu'elle ne donne aucune autre solution du probleme propos que 
les surfaces de revolution. Cette solution etait dvidente a priori, 
et nous pouvons la negliger. 
L'equation (i4) peut tre mise sous la forme 



ou U et Ui sont des fonctions quelconques de u. II serait facile, 
en leur donnant des formes convenables, d'achever Pint^gration; 
mais il nous a paru pr^fdrable de conserver liquation (i5). 

Si, dans Pequation (i3), on substitue a la variable 9 la va- 
riable 9 1 definie par Pequation 

(16) dvi- 

elle prend la forme tres simple 

(*7) j-* + T-V =<> 

du? dv\ 

Tout se reduit done a Pint^gration simultan^e des Equations (i5) 

6t ^ 7) * 
Ea differentiant liquation (ID), on obtiendra la valeur de ^- ? 

que Pon pourra exprimer en fonction de h et de u. Portant cette 
valeur dans liquation (17), on obtiendra 
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Multiplions par 2 j- et integrons par rapport a v { , nous aurons 



(I8) 

U 2 designant une nouvelle fonction de w. 

Les equations (i5) et (18) peuvent tre ecrites sous la forme 
suivante : 



ou Ton a pose, pour abr^ger, 



Nous pouvons en d^duire par la differentiation deux valeurs 

d*h * 

differentes pour . . ; et 3 en exprimant que ces valeurs sont 
^gales, nous trouverons Tequation de condition 



Je dis que cette Equation doit avoir lieu identiquement. En efifet, 
s'il n'en ^tait pas ainsi, elle determinerait A, qui serait fonction 
de la seule variable u] et la surface cherche'e serait une surface de 
revolution. Nous avons deja ecarte* cette solution, qui estvidente 
a priori. 

En ecrivant que liquation (20) a lieu identiquement, c'est- 
a-dire que les coefficients des differentes puissances de e h sont 
mils, nous obtenonsles trois equations 



La derniere s'intgre immediatement et Ton est ramene au 
systeme 



(21) U " Ui * 

[ eUUi-hUa^Gi, 



224 LIVRE VIII. CHAPITRE X. 

ou C { d6signe une constante arbitraire. II faudra done d'abord 
determiner les fonctions U, puis intgrer le systeme des equa- 
tions (10) et (18) ou, ce qui est plus simple, comme nous le 
verrons, le systeme equivalent des equations (i5) et (17). 

1011. Je commence par Fint^gration du syst&me (21). On 
deduit de la premiere equation 

Uiir uu; = c, 

C dsignant une constante. 

Si Ton prend comme inc.onnue auxiliaire 

on trouve 

TT f* . A 

U2 = V-<1 00, 

U = /uV "^ 8 , Uj= fie~J ~^ 6 ~, 



et 9 doit satisfaire a liquation different! elle 
(22) 266"- 6'2-H GS= 4 8*(Ci 86). 

Diflferentions cette equation, nous obtiendrons 

8 W =46 / (G 1 126), 
d'ou nous deduirons par Pint6gration 



On d^duit imm^diatement de cette derniere Equation que Tin- 
connue auxiliaire 9 depend des fonctions elliptiques et qu'elle 
doit eHre de la forme 



A-nBsn*"""" , 



A, B, Wo, a et le module A' de la fonction elliptique e"tant des 
constantes convenablement choisies. Mais, comme on peut, sans 
altrer I 7 fl6ment Iin6aire de la surface cherche'e, d^fini par la for- 
mule 
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remplacer u U Q par a &, a la condition de remplacer v par a 9 et h 
par h 2 Loga, il est clair que Ton pourra, sans restreindre la 
generalite, prendre pour 9 la valeur suivante 



que Ton peut aussi ecrire, en introduisant une constante co, 

B(sn 2 w sn 2 o)). 

En exprimant que cette valeur satisfait a Fequation (22), nous 
obtenons les trois relations 



(23) 



G = -k* snca en to dnto, 



6 = ~ 



Les deux premieres feront connaitre &, co en fonction de G, Ci ; 
la derniere donnera 9. 

Quant aux deux fonctions U, U|, elles doivent satisfaire Tune 
et Tautre a Fequation 



ou 

V 
* r=2 

et, en outre, leur produit doil tre egal a 9. On reconnait le cas 
leplus simple de liquation de Lam, si compl^tement ^tudiee par 
M. Hermite; etles solutions U, U< sont precis&nent celles dont 
le produit est une fonction entiere de sn 2 w. 

II resulte des recherches de M. Hermite (Comptes rendus, 
t. LXXXV) que 1'on aura 



e(co)6(a) 
o>)H'(o) 



p ^tant une constante a laquelle on pourra donner une valeur quel- 

conque ; car sa variation donne une srie de surfaces semblables 

a 1'une quelconque d'entre elles. Nous prendrons p = i } et les 

D. IV. i5 
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valeurs definitives de U, U< seront 



U! = 

1012. Nous avons maintenant a integrer le systeine forme par 
les deux Equations 



ou U 3 U< designent les fonctions denies par les formules (a4) 
La premiere de ces Equations appartient a un type que Ton sail 
int^grer des que Ton en connait une solution particuliere. II suffit, 
en effet, de prendre comme inconnue soit e h , soit^~ A ; et Ton est 
ramenS a une Equation de Riccati; par consequent, les valeurs de 
e h correspondantes a quatre solutions particulieres auront entre 
elles un rapport anharmonique constant, et 1'integrale gendrale 
sera donne*e par une formule 

C A_P + QC f 

- R-t-SC' 

ou C design era la constante arbitraire par rapport & w, fonction 
de v { ) et ou P, Q, R ? S seront des fonctions de'termine'es de u. 
Toute la difficult^ se re"duit done It la recherche de solutions par- 
ticulieres de cette Equation. 

Or reportons-nous & liquation (20) qui a lieu identiquemenl. 
Elle exprime ^videmment que les fonctions h de w, d^finies par 
liquation 



2 = o, 



sont pr^cis^ment des solutions particulieres de liquation i int<5- 
grer, II suffira done de r6soudre liquation 



(25) 

qui est du quatrieme degr6 par rapport e A , et Ton aura quatre 
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solutionsparticulieres qui permetlront d'ecrire Fintegrale gene"- 
rale cherche'e, 

Les invariants i elj de cette Equation ont pour valeurs 



La r^solvante du troisieme degre 

4p 3 Jpn-y = o 
a ses racines rationnelles 



12 



el, par descalculs qu'il me parait inutile de reproduire, on obtient 
les expressions suivantes des quatre racines cherchees : 



(26) c*= ^ - - - - - - - L e 

/~ 



2 2 

ou Ton donne a y successivement les quatre valeurs 

o, 2K, 2K', aKH-a*K'. 
D'ailleurs, comme on petit donner a Texpression de e A Ia forme 



K 
(27) e/'= ) - - - e 



qui est lin^aire par rapport a la constante &sn 2 ~> on voit qua 

Tint^grale ge'ne'rale cherch^e sera donn^e par Fune quelconque des 

formes ^quivalentes (26) ou (27), ou y sera la constante arbitraire. 

Mais y, qui ne depend pas de u, est ici une fonction de P< : il 

reste & la determiner par la condition que h satisfasse k liquation 
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Exprimons que cette equation est vrifi6e pour toutes les valeu 
de u\ nous aurons les Equations 



qui donnent 

Y==fciVi, 

en n^gligeant une constante additive, que Ton peuttoujours su 
poser runie a v { . 

En resume, on trouve, pour la valeur definitive de A, lafonm 



j:iiL2W^^ M w 

(W> 



et Ton connait compl&tementNl&nentlineaire de la surface ch 
chee, aussi bien que les six rotations/?, , r, p^ q<, r { . 

En eliminant v { entre liquation (28) et sa derivee, on verifi< 
qu'on retrouve bien liquation (i5) qu'il s'agissait d'int^grer. 

1013. II reste maintenant a indiquer comment on trouvera 
neuf cosinus a, a', a", . . . et les coordonn^es rectangulaires d 
point de la surface. Mais auparavant je d^finirai une nouv< 
fonction qui jouera un r6le essentiel dans cette recherche. 

Consid^rons la fonction 



e (J1_) ^ 

/ M -+- IV i + CD \ 
V 2 / 

de Targument complete u + iv { : il resulte de la formule ( 

h 
que e* est le module de cette fonction. On pourra done poser 



( } 
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etl'on obtiendra pour cr 1' expression 



(3o) 



ft>\ 



D'ailleurs, comme A-{-z<r est une fonction de la variable com- 
plexe & -{- zVi, on aura les equations bien connues 



dh &r dh 



qui nous seront nliles. 

La fonction zor ne diflF^re de h que par les notations. Elle satis- 
fait, par consequent, a une Equation differentielle en p, f tout a fait 
semblable a liquation (i5), 



(32) 

*"' 1 

M et N ayant les valeurs suivantes 
M = 

N = 



(33) ae(w)H(fr t ) 



20(OJ 

Nous verrons plus loin comment la G^om^trie fait prvoir 
Pexistence de cette Equation. La valeur de <r, contenant d'ailleurs 
1'arbitraire u qui ne figure pas dans liquation (82), donne, par 
consequent, Fintegrale g&neralede celte Equation differentielle. 

1014. Quand on connait P element lin^aire d'une surface et les 
six quantit^s qui figurent dans les formules de Codazzi, il reste a 
determiner les neuf cosinus et les coordonn^es reclangulaires X, 
Y, Z. On est conduit & une seule surface; mais la determination 
de cette surface depend, en gnral, de 1'integration d'une Equation 
de Riccati. On a de nombreux exemples dans lesquels on se trouve 
arr^te, ou Tintegration a effectuer parait reellement impossible. 

Dans le cas actuel ? on peut terminer les calculs 3 obtenir les 
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neuf cosinus et les coordonn^es rectangulaires de la maniere sui- 
vante : 

Considerons un point de la surface et la tangente a la ligne de 
courbure plane v = const, qui passe en ce point. Les cosinus di- 
recteurs de cette tangente sont, d'aprs les notations du n 1009, 
a, a 7 , a". 

Si, par le centre d'une sphere de rayon i, nous menons une 
parallele a cette tangente, elle coupera la sphere en un point dont 
les coordonnees seront a, #', d 1 \ nous aurons ainsi un mode de 
representation spherique de la surface distinct de celui de Gauss 
et qui va nous tre trs utile. 

L^lement lin^aire de la sphere sera donne par la formule 



dS 2 = dot + da'* 4- 
ou, en employant les formules (5) et (i i), 



Introduisons, en tenant compte de la formule (16), dvt a la place 
de dv et servons-nous des formules (3i) pour substituer les de- 
rivees de c- a celles de h. Nous obtiendrons ainsi Fexpression tres 
simple ^ 

(34) ^ 

Cette formule montre que les lignes v\ = const, de la sphere, qui 
correspondent aux lignes de courbure planes de la surface, sont 
des lignes geodesiques, c'est-a-dire des grands cercles. Ces lignes 
admettent pour trajectoires orlhogonales les courbes er = const., 
ce qui donne la signification gdom^trique de la fonction cr. 

Le r^sultat pr^ce5dent pouvait 6tre prevu g^om^triquement; car, 
si un point se d^place sur la surface en decrivant une ligne de 
courbure plane, le point correspondant de la sphere, dans le mode 
de representation que nous avons adopte, decrira videmmentle 
grand cercle dontle plan est parallele au plan de la ligne de cour- 
bure; c'est en raison de cette proprit6 que nous nous sommes 
propos^ de determiner en premier lieu les cosinus #, a', a". 

Lorsque I'el&nent lin^aire de la sphere prend la forme (34)? on 
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sail (n S99) que le coefficient de dv\ doit etre de la forme 



23l 



cette remarque se verifie bien ici en vertu de Fequation (82), que 
nous avons signalee d'avance au numero precedent. 

1015. Revenons a la formule (34). Nous savons que cr, v { sont 
les coordonn^es curvilignes d'un point de la sphere; designe la 
distance de ce point a une courbe fixe (F) de cette sphere, distance 
comptee sur le grand cercle normal a (r) et passant par le point. 
Quant a ^, c'est une fonction de Tare de la courbe (F), compte a 
partir d'une origine fixe jusqu'au pied du grand cercle normal. 
Appelons #, y, z les coordonnees d'un point de (F), qui sont 
des fonctions de Fare de la courbe compte & partir de 1'origine 
choisie. D^signons cet arc par s et appelons #', 3?, ... les derivees 
de X) ... par rapport a s. Nous aurons 



Posons, pour abr^ger, 
(36) A= 

nous aurons les formules 



x y z 
x' y' z' 
a? z ff 



(3 7 ) 



zx" scz" = - 



dont la demonstration est immediate. 

Exprimons maintenant que le point (<z, a 7 , a f/ ) de la sphere est 
situe a une distance <r sur Fare de grand cercle, qui est normal a 
la courbe (F) au point (#, y, s). Nous obtiendrons, par des me- 
thod es tout 6lmentaires, les formules 



(38) 



H nous reste a exprimer qu'en prenant pour s une fonction con- 



i(zx' xz' 
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venable de v i: ces formulas conduisent a F expression (34) de 
IMl&nent lin^aire. 

Differentions la premiere; en tenant compte des relations (87) 
nous trouvons 



-h z^ffjfa? i(yz'zy')]e i <*[X'+i(yz'zy')]e-iv\. 



On deduit de la, en ^levant au carre et ajoutant les equations ana- 
logues, 



2 af>i 2 

Si Pon compare a Pexpression fournie par la formule (34), ou 
Pon a remplac -r par sa valeur, 

dS 2 ~<fo2-h(VMe'<3 
on voit que Pon doit avoir 



Ces equations peuvent servir a un double usage. 

Si 1'on a choisi arbitrairement V en fonction de p ? elles nous 
font connaitre 5 et A en fonction de v et, par consequent, A en 
fonction de s. Cette relation entre A et s determine, non la situa- 
tion, mais la forme de la courbe (F). Au contraire, si Pon a pris (F) 
arbitrairement ainsi que k et to, elles nous font connaitre V et v { 
en fonction de s et, par suite, V, v^ en fonction de p. On voit done 
que Pon peut choisir arbitrairement la courbe (F). En d'autres 
termes, parmi les surf aces que nous 6tudions, ily en aura ton- 
jours pour lesquelles les plans des lignes de courbure du pre- 
mier systeme seront parall&les aux plans tangents d'un cdne 
quelconque. 

La determination de a 6tant faite, on aura b par Pune des for- 
mules(5), qui donne 

da , 7 dh , da 

-_ = n = -r- = -r ; 
09 du dv\ 

et, par consequent, la differentielle de la coordonnee rectangu- 
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laire X (Tun point de la surface sera 



da 



=eM 

I 



/ 
J = eM 



V j 1 / V 

\ d*i / \ 

En remplagant a par sa valeur, on trouve 



_dc 
CH>1 



(4o) 



1016. Voici comment on peut efiectuer cette quadrature. 
L'exponentielle e h , consid^e comme une fonction de ~> est 

doublement periodique de seconde esp^ce et a les mmes multi- 
plicateurs que la fonction * 



Si Ton applique la formule donnee par M. Hermite pour la de- 
composition en 6lments simples, on trouvera 



__ 



H(2(0)H'(0) 






H(2to)H ; (o) /a 



M et N ayant les valeurs definies par les formules (33). 

Si Ton porte cette expression de e h dans le premier terme seul 
de la formule (4), puis que Ton remplace 



2 VNa?' 



par 
par 



i t A) ^ = 
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on obtient 

u + iv\ 3 co \ ~ 



V a 



les termes non Merits se deduisant des prcdents par le change- 
men t de i en i. 

Dans la seconde ligne de la formule precdente figure une 
fonction que Ton d^duit de la suivante : 



- - 

-(-*;) 



r 
() 



en y remplagant ^ par - Ici encore F(^) est une fonction 

doublement periodique de seconde espece, et une nouvelle appli- 
cation de la mdthode de decomposition deM. Hermite nous donne 




En faisant usage de cette formnle, nous yoyons que les deux 
premiers termes de dX. deviennent la differentielle exacte d'un 
produit, et Tint6gration nous donne 



p --iVj 3co & 



X o-y<;[. <>\,jr<* *y ;j \ 
H(2u>)H'(o) 

(42) 

'H(aw)H'(o) H 



\ / 

On aurait pour Y et Z des expressions analogues. La question est 

nnnf> r^Amrkl^tnrvnar^ r^ervInA 



done couapl&tement r^solue. 
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1017. II nous reste maintenant a donner Interpretation des 
formules et la construction geometrique de la surface. En multi- 
pliant Fequation (42) par x 1 et ajoutant les equations analogues, 
on a 



Les coefficients ne dependant que de p, cette equation represente 
les plans des lignes de courbure du premier systeme. Elle ne con- 
tient pas de terme constant; par suite, les plans des lignes de 
courbure du premier systeme enveloppent un cone. C'est la une 
premiere proprit de la surface. 

tudions maintenant les lignes de courbure planes. Leurs 
plans sont normaux a la courbe spherique que nous avons 
design^e par (F). Rapportons la ligne de courbure a deux axes 
rectangulaires cboisis dans son plan, Tun 0# n allant au point ou 
le plan coupe la courbe (F) et ayant pour cosinus directeurs x, 
y^ z ; Fautre Qy\ perpendiculaire au premier et ayant pour cosinus 
directeurs 

yJ xy, 3z r xa', xy'yx'. 

Appelons x { et y { les coordonnees relatives a ces axes. On trouvera 
aisement 



Les deux equations obtenues en separant les parties reelles etles 
parties imaginaires donneront x { , y { . On voit done que la forme 
des lignes de courbure planes sera la meme pour toutes les 
surfaces qui correspondent a un meme systeme de valeurs de k 
et de co et sera, au contraire, completement independante de 
la forme de lafonction arbitraire qui entre dans les formules. 
C'est la deuxieme propriete geometrique de la surface. 

En troisieme lieu, cherchons Par^te de contact des plans des 
lignes de courbure avec le cone que ces plans enveloppent. Cette 
arte de contact sera d^finie par Tequation 
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a laquelle on donnera facilement la forme 
(44) (i-+-i"A)(a?i-Hiyi)-h(i iA)(*i 

Si Ton tient compte des formules (89), cette Equation devient 

M(a?i + iyi) H- N(a?! &>0 = o, 
ou, en remplagant M et N par leurs valeurs, 



(45) * <) 6(0) + iV, )0*i + iri)= W e(a> 

Remarquons, d'ailleurs, que le point situ a la distance i stir 
Taxe Oy { decrit la courbe (r), normale au plan de la ligne de 
eourbure; et, par consequent, ce planroule sur le c6ne qu'il enve- 
loppe. L'equation pr^c^dente nous montre que la droite de con- 
tact du plan de la ligne de eourbure avec le cdne enveloppe ne 
depend que des constantes k, co et nullement de la forme de 
la fonction arbitraire. C'est la troisieme propri^t^ geoni^trique 
de la surface. 

En r&inissant tons ces r^sultats, nous pouvons noncer la pro- 
position suivante : 

Considerons les coordonnees rectangulaires x^ yi comme 
des fonctions des variables u : v,( definies par la double equa- 
tion 



(46) 1 



L'equation 

P! = const. 

definira une famille de courbes planes isothermes. Faisons 
correspondre ct chaque courbe (v^ ) la droite definie par V equa- 
tion 



(4 7 ) e 

Faisons rouler le plan qui contient les courbes sur un cdne 
quelconque ayant pour sommet Vorigine des coordonnees. 
Alors la courbe (p 4 ), qui, dans chaque position du plan, corres- 
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pond a la generatrice de contact duplan et da cone, engendre 
precisement la surface cherchee. 

On peut etablir, a 1'aide de considerations geometriques di- 
rectes, une parlie des resultats prcdents ; monirer, en particulier, 
pourquoi la solution obtenue contient une fonclion arbitraire et 
pourquoi cette fonction arbitraire tient si peu de place dans le 
dveloppement de la solution. Reportons-nous a la generation de 
toute surface a lignes de courbure planes au moyen de trois de- 
veloppables (D), (Di) et (A). Si Ton transforme par flexion la 
developpable (D) en un plan (P), les lignes de courbure consti- 
tueront sur ce plan (P) un reseau orthogonal. Soil 9 le parametre 
des lignes de courbure planes, dont la forme n'aura pas change, et it 
le parametre des lignes de seconde courbure. L 'element linaire 
du plan sera de la forme 

ds\ = A 2 ^4-C2^t>2, 

et, d'apres la proposition du n 998, celui de la surface sera deter- 
mine par la formule 



ds* = AS du*->r C 2 (i 4- V*) dv*, 

ou V d^signe une fonction de p, qui n'est autre que la tangente de 
Tangle cp d^fini au n 999. La condition d'isothermie se traduisant 
par une equation de la forme 



on voit immediatement qu'elle est independante de la fonction V. 
Ainsi : 

Lorsqu'une surface d lignes de courbure planes sera isother- 
mique, la m&me propriete devra appartenir & toutes les sur- 
faces a lignes de courbure planes que Von en peut deriver par 
la flexion de la developpable (D). 

1018. Dans tout ce qui prcde, nous avons 6tudie seulement le 
cas le plus general. Les calculs se trouveraient en d^faut, par 
exemple, si Ton envisageait ce cas particulier de 1'gquation de 
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Lame pour lequel les deux solutions U, U 1? qua nous avons sup- 
pose'es distinctes, se reduisent a une seule. 

Cette hypothese, qui conduit, en particulier, aux surfaces & 
courbure constante d'Enneper, a fait Tobjet des Etudes de 
M. Adam (<). On deduit les re"sultats qui s'y rapportent des pre- 
c^dents en supposant que, dans les formules donne'es plus haul, 
<& tende vers z6ro. 

Changeons, en effet, dans les formules (46) et (47), x { en 

%\ -h jW/ \ " et ^ sons tendre eo vers zero. En supprimant par- 
lout le facteur gT^: 6gal a ~ ? [il restera, pour 1'equation de la 
courbe, la double formule 



(48) 



\ 2 

et, pour celle de la droite, 



Par suite, il suffira de faire rouler le plan de la courbe sur un 
cylindre quelconque de telle maniere que la droite pre*ce*dente 
soit la gene'ratrice de contact et que chacun de ses points deprive 
tine section droite du cylindre. 

Si k devient e*gal a ze'ro, on a 



les plans des lignes de courbure passent par une droite et ces 
lignes de courbure sont des cercles. 



0) P. ADAM, Sur les surfaces isothermiques a lignes de courbure planet, 
dans un systeme ou dans les deux systemes (Annales scientifiques 
Normale superieure, 3 s6rie, t. X, p. 3ig; 1893). 
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CHAPITRE XL 

SURFACES A LIGNES DE COURBURE SPHERIQUES. 

Les surfaces & lignes de courbure spheriques dans un sj^steme correspondent a 
des Equations aux derive*es partielles a invariants egaux qui sont du premier, 
du second ou du troisieme rang. Methode directe de recherche. tant 
donnee une surface a lignes de courbure spheriques (5), il existe une infinite* 
de surfaces (S ) de meme definition, dependant d'une fonction arbitraire et ad- 
mettant la m6me representation spherique. Theoreme de M. BluteL 
Construction geometrique des surfaces (S ). Comment on peut, sans aucune 
integration, deduire toutes les surfaces & lignes de courbure spheriques des sur- 
faces a lignes de courbure planes. Proprietes diverses : en appliquant des 
inversions convenablement choisies & chaque ligne de courbure spherique de 
la surface, on peut les placer toutes sur une mSme'developpable isotrope. 
Definition de la rotation autour d'un cercle; proposition qui rapproche les sur- 
faces a lignes de courbure spheriques des surfaces 4 lignes de courbure planes. 

Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou spheriques. 

Leur determination se ram^ne a la solution de liquation fonciionnelle 



9 =0. 



Resultat : toutes les surfaces cherchees derivent simplement, soit du c6ne, 
soit de la surface dont les norm ales sont tangentes a un c6ne. 



1019. Si nous poursuivions 1'application de la m^thode d^ve- 
loppee dans le Chapilre VIII de ce Livre, nous obtiendrions une 
suite illimite"e de surfaces, determine*es sans aucun signe de qua- 
drature, et pour lesquelles on saurait re"soudre d'une maniere com- 
plete le probleme de la representation spherique. Les surfaces a 
lignes de courbure planes correspondent, nous Tavons vu (n996), 
a des equations aux de*rivees partielles du premier ou du second 
rang. Nous allons terminer cette ^tude en montrant de m^me que 
les surfaces a lignes de courbure sphe"riques correspondent a des 
Equations aux d^riv^es partielles du premier, du deuxieme ou du 
troisieme rang. 
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Nous commencerons par la remarque suivante : 

Lorsqu'une ligne de courbure est spherique, la developpable 
circonscrite & la surface suivant cette ligne de courbure doit 
aussi etre circonscrite CL line sphere; et, r^ciproquement, si 
cette developpable est circonscrite a une sphere, la ligne de 
courbure est spherique* 

En effet, d'apres le th^oreme de Joachimsthal, tons les plans 
tangents aux divers points d'une ligne de courbure situee sur une 
sphere (S) coupent cette sphere sous un angle constant et, par 
suite, sont tangents & une sphere (S') concentrique (S). Inver- 
sement, si tons les plans tangents en tous les points d'une ligne 
de courbure (C) sont tangents a une sphere, soit (C') la courbe 
de contact : on connaitra deux lignes de courbure, (C) et (C ; ), de 
Ja developpable envelopp^e par ces plans tangents; et comme (C') 
est sur une sphere, (C) sera sur une autre sphere concentrique 
la prec^dente ('). 

1020. Appliquons cette remarque a la determination de toutes 
les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure de Pun des 
systemes, que nous appellerons dans la suite les lignes de pre- 
miere courbure, sont toutes sph^riques. II suffira ^videmment 
d'exprimer qu'en chaque point d'une telle ligne le plan tangent 
a la surface est circonscrit a une sphere, qui variera d'ailleurs 
lorsqu'on changera de ligne de courbure. 

Soit toujours x le param&tre des lignes de premiere courbure. 
Le plan tangent a la surface cherch^e, d^fini par liquation 

(i) (a -hp)X^j(P-)Y + (ap~i)Z + $ = o, 

devra, en tous les points d'une ligne de courbure, &tre tangent 
une sphere (S'). Soient #' 03 x\, x^ x\ les coordonnees carte- 



( 1 ) A propos du thor6me de Joachimsthal, nous signalerons la rciproque 
suivante dont le lecteur trouvera la demonstration : 

Si les spheres assujetties a cpntenir trois points consecutifs d'une ligne de 
courbure et, de plus, a etre tangentes & la surface au point ou elles touchent 
la ligne de courbure coupent toutes une sphere (S) sous un angle constant, 
la ligne de courbure est spherique et situee sur la sphere (S). 
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siennes du centre et le rayon de (S'). Ce sont quatre fonctions 
de x que nous supposerons donne'es. En traduisant analjtiquement 
la proprie'te' qui nous sert de definition, on aura 



Ghangeant un peu les notations, nous e"crirons cette condition 
corame il suit 



(2) aparo-l-GEtfi-Hptfj-i-ara-f-S = o, 
# , x^x^ #3 etant toujours des fonctions de x. 

Differentions par rapport a y : en remplagant -- par sa valeur 

deduite des equations (7) [p. 199], -^ sera en facteur, et il 

\> \p * 

viendra, p et q designant . ? ^| > 

(3) p^o + ^i-H/? = to 2 (aj? -H^2-+- ^)- 

Differentions encore par rapport a y et rempla^ons ~^, -f- par 
leurs valeurs (7) [p. 199]- II viendra, en supprimant le factenr aco, 

da 



Cette Equation s'integre a vue et nous donne 

(4) 



^4 designant une nouvelle fonction de x. La relatioa pr^c^dente 
s'obtiendrait aussi en exprimant que la ligne de courbure est sur 
nne sphere concentrique a (S'). 

1021. Si nous remarquons que to, qu> et aco sont trois solutions 
particulieres d'une m^me Equation a invariants ^gaux, nous 
voyons que Ton retrouve ici, sous une forme un peu plus ge'ne'rale, 
un probleme d^ja rencontre pour les lignes de courbure planes 
et dont nous allons dire quelques mots. 

Lorsque, pour une Equation a, invariants egaux, la suite de 
Laplace se termine, liquation admet une solution de la forme 
suivante 



D. IV. 16 
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de sorte que, si Ton prend i+ i solutions z { , z^ . . ., 5/+Ij COIU 
respondantes aux determinations X 4 , ..., X/ + < de X, elles v&rifient 
identiquement la relation lineaire 



,-x 



' 1 



x 1 / 



- 11 



dont les coefficients sont fonctions de la seule variable x. Mais 
rciproquement, si Ton aune relation de cette forme entre des so- 
lutions particu litres au nombre de i + i, peut-on en conclure que 
liquation sera int^grable et de rangau plus 6gal a i+ i? G'est la 
question qne nous allons examiner pour le cas ou i est egal a 2. 

Suivonsla meme marche que pour les surfaces a lignes de cour- 
bure planes. Pour plus de nettete, posons 

/ fr \ ^_ ^_ , 

la relation (4) prendra la forme 



Soit 



_ 

dx dy 



T. 

~ n. A* 



1'equation dont co, z\, z^ sont trois solutions particulires. Si Ton 
j substituela valeur pr^c^dente de 2 , on trouvera, en supposant, 
.comme il est permis, x\ different de z^ro, 



^1 __ , a?4 0?2 do) 

~dy ~~~~ 5J"" ' x^ -fy-> 



ou, plus simplement. 



-r 5 et^ 6 d^signant de nouvelles fonctions de x. DifF^rentions par 
rapport a ^, et remplacons les derivdes secondes de z { et de o> par 
Jeurs valeurs deduites de liquation (7), dont elles sont des solu- 
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tions parliculieres. II viendra 



ouj en supposant A' different de zero, * 

, N * dlogk . t i du 

(9) *, ==*<__ + *, + *, + *;__. 

Pour elirniner z { substituons la valeur prcdente dans Pe- 
qualion (8). En posant 



on trouvera 



et cette condition contient Punique solution particuliere co. 

Pour Teliminer enfin, difierentions les deux membres par rap- 
port a x. Nous aurons 



d I i dlogA- c/oA 7 , ^ 

-- (o)-~ 7 -S- =X:i^ 7 -ha7 7 --i 
<^7 V ^ dar dy] l 7 ? ^ 

ou encore 

(?w dlogk d fi dto\ 
~ 



En tenant compte des formules (TO) et (12) et supposant A^ 
different de zero, il vient 



dy 

qu' 
qnation (12) pour obtenir la relation 



II ne reste plus qu'a substituer cette valeur de dans Fe- 



l dxdy " J 

qui constitue une Equation aux derivees partielles du quatrieme 
ordre a laquelle devra satisfaire la fonction k. Mais, si Ton se re- 
porte aux formules qui relient les invariants dans une suite de 
Laplace (n 331), on reconnait immediatement que Pequalion (i i) 
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est la condition necessaire et suffisante pour que la solution 
rale de Fequation (7) soil de rang egal a trois. 

Comme, dans la suite des calculs, nous avons carte Fhypo- 
these ou Tune ou Fautre des fonctions , fc { serait nuile, on voit 
bien que toutes les surfaces a lignes de courbure spheriques seront 
fournies par les equations aux d^riv^es partielles des trois premiers 
rangs. Mais comme, pour liquation du premier rang, les lignes 
de courbure des surfaces correspondantes sont toutes planes, elles 
ne pourront 6tre spheriques sans tre circulaires. 

En diflferentiant Fequation (i3) par rapport a x, on trouve 



et il est clair, par suite de la symetrie de la relation (6), qui nous 
a servi de point de depart, relativement aux trois solutions parti- 
culieres s i? z% et to, que aw et ^co seront definis par des formulas 
toutes semblables a la precedente, mais ou x^ devra tre remplace 
par d'autres fonctions, d'ailleurs arbitraires, de x. 
En developpant les calculs, on trouvera 



C'est la partie de la solution gen^rale qui contient une fonction 
arbitraire de x\ Tautre s'obtiendrait en changeant x en y et rem- 
plagantla fonction arbitraire de x par une fonction arbitraire dey. 

Nous avons maintenant tous les Elements n^cessaires pour 
poursuivre la recherche. En continuant et 6tendant jusqu'au 
troisieme rang les calculs qui terminent le Chapitre VIII de ce 
Livre, nous obtiendrons, sans aucun signe de quadrature, les equa- 
tions qui definissent les surfaces cherche'es. Nous avons mme 
donn6 au n 994 les elements ne*cessaires pour ^crire immediate- 
ment la valeur de co. Mais ici encore, au lieu de poursuivre la so- 
lution analytique, nous pre*frons revenir a la Geom^trie en nous 
appuyant surun th6oreme du a M. Blutel (*). 



( 4 ) E. BLUTEL, Sur les surfaces qui admettent un systeme de lignes de 
courbure spheriques et qui ont meme representation spherique pour leurs 
lignes de courbure (Comptes rendus t t. CXVI, p. a49J 
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1022. fitant donnee une surface (2) a lignes de courbure sphe- 
riques dans un systeme, nous aliens montrer tout d'abord qu'il 
existe une infinite de surfaces de meme definition, et admettant 
par surer-oil la mme representation spherique que (2). 

D^signons, en ejffet, par a, b, c, r, h des fonctions du parametre a 
des lignes de premiere courbure de (2), par #, y, z les coor- 
donnees d'un point de (2), par y, y', y" les cosinus directeurs de 
la normale en ce point. D'apres le theoreme de Joachims thai, on 
aura les deux equations 

(17) (a- - ) + ( 7 _)i + O- c )2=r2, 

(18) t(* a) + i(y-b) +f(x-c) =Ar, 

dont la premiere exprime que la ligne de courbure de la surface 
se trouve sur une sphere (S) de centre (a, b, c) et de rajon r; 
la seconde exprime, conformement au thorrae de Joachimsthal, 
que le plan tangent a la surface en chaque point de la ligne de 
courbure coupe la sphere (S) sous un angle constant, dont le 
cosinus est h. Si Ton pouvait elirniner le param&tre a entre ces 
deux equations, on serait conduit a une equation aux derivees 
partielles propre a definir toutes les surfaces (S). On peut trailer 
cette qualion par les precedes reguliers ; nous nous bornerons ici 
a remarquer que ses caract&ristiques sont les lignes de courbure 
du second syst&me. 

En effet, pour determiner toutes les surfaces verifiantFequation 
et passant par un point M de Tespace, il faut d'abord exprimer 
que la sphere (S), definie par liquation (17)5 passe par ce point-, et 
cette condition fait connaitre une on plusieurs valeurs de a. Pre- 
nons une des spheres (S) qui passent en M : les plans tangents 
aux surfaces correspondantes, devant couper cette sphere sous un 
angle constant, envelopperont un c6ne de revolution dont Faxe 
sera le rayon de (S) qui passe an point M. Or les caracteristiques 
de Fequation aux derivees partielles, etant par definition les 
courbes tangentes aux generatrices rectilignes de ce c6ne, auront 
evidemment rnmes tangentes en M que les lignes de seconde 
courbure, et, par suite, se confondront avec ces lignes, puisque le 
raisonnement s'applique a tout point de chaque surface (S). 

1023. S'il existe une surface (S ) de mteie definition que (S) el 
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admettant la meme representation sphe*rique, y, y 7 , y" auront les 
m&mes valeurs aux points correspond ants des deux surfaces. La 
surface (S) sera done d&finie par des Equations telles que les sui- 
vantes 



(19) (#o ) 2 -H (.To &o) 2 +- Oo c ) 2 =r 2 , 

(20) T(^O o) -t-Y'(,To o) -+-Y r (*o GO) = 



ou # ? JKo? ^o designent les coordonnes da point de la surface et 
ou a ? 6 , C 0? 7' , AO sont des fonctions de a comme a, 6, c, r, A. 
La premiere Equation represente la sphere (S ) qui contient la 
ligne de premiere courbure de (S )$ et la seconde exprime quele 
plan tangent coupe (S ) sous un angle de cosinus A . Si nous de- 
signons par C, C les centres des deux spheres (S), (S ); par M, 
M deux points correspondants des surfaces (S), (S ),prisrespec- 
tivement sur les spheres (S), (S ), il est clair que les normales, 
paralleles, en ces deux points et les deux radons CM, C M sont 
paralleles a un m^me plan, a celui qui est normal en M, par 
exemple, a la ligne de courbure spherique de (S). En traduisant 
analjtiquement cette proprie"te\ on obtiendra les relations sui- 
vantes 



(21) 



oil \ et JJL sont deux fonctions auxiliaires que Ton determinera en 
substituant dans les Equations (19) et(ao) les valeurs precdentes 
de ^0 ^0,70 o,*o C . 
On a ainsi les deux Equations 



[JL = 
d'ouFon deduit 



X ;* \/i A 2 = /'o /r^7z| , 



et qui font connaitre \ et p comme des fonctions de a. 

II resle a exprimer la condition essentielle que Ton a identique- 
ment 



= o. 
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Si Ton substitue les valeurs des diflerentielles dx^ dy^ dz^ 
deduites des equations (21), en tenant compte de la relation 

Y dx -4- Y' dy -H Y" dz = o, 
il vient 

rh dl 



Si les coefficients de y, y', y v n'etaient pas nuls identiquement ? on 
aurait, en tous les points de la ligne de courbure spherique, une 
relation lineaire entre ces cosinus; et, par suite, cette ligne de 
courbure, ayant pour representation spherique un petit cercle, 
serait elle-m^nie un cercle. ficartons d'abord ce cas exceptionnel : 
il faudra que nous ayons 

(24) rh d>. 

da Q d 



Mais je dis que ces relations conviennent aussi au cas des lignes 
de courbure circulaires, pourvu que Ton choisisse convenablement 
la sphere (S ) parmi toutes celles, en nonabre Jnfini, qui passent 
par la ligne de courbure circulaire de (S ). Car soit alors 



la relation Iin6aire entre les cosinus directeurs, relation n^cessaire- 
nient unique. Supposons H^o. Si Ton choisit (S ) de telle ma- 
niere que 1'on ait 



comme il ne peuty avoir aucune relation lineaire entre y', y v , cette 
unique Equation entrainera les autres relations contenues dans les 
formnles (^4) et (a5). 

1024. Ce point ^tant admis, ilfaut interpreter les Equations (a4) 
et (a5) qui definissent toutes les surfaces (S- ). Voici le th^oreme 
de M. Blutel. 

Designons par (K) et (K ) deux lignes de courbure correspon- 
dantes de (S) et de (2 ). Ces lignes de courbure ne sont pas ge- 
neralement homothetiques-, mais les d&eloppables (D), (D ) 
formees par les normales en tous leurs points le sont toujours. 
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Les courbes (C) et (C ), decrites par les cenfres C et G des 
deux spheres (S) et (S ), oat leurs tangentes correspondantes 
toujours paralleles; par suite la droite CC engendre une de- 
9eloppable et louche Var&te de rebroussement (R) de cette de- 
veloppable en un certain point O. Ce point O est le centre 
d'homothetie des deux developpables (D), (D ). L'homologue 
du point C dans cette homothetie est le point C ; et le rappon 
de similitude est 6gal an rapport des distances de ces points 
GO, C aux deux plans principaux qui contiennent respective- 
ment la tangente & la ligne de premiere courbure de (S ) et 
la tangente correspondante de (S). 

Dans cette proposition, il y a des points qui sont vidents a 
priori; il y en a d'autres que Ton pourrait demontrer par la Geo- 
metrie, mais qui resultent immediatement des relations prec6- 
dentes. Les equations (a5), par exemple, montrent immediatement 
que les deux courbes (C), (C ) ont leurs ta-ngentes toujours pa- 
ralleles et que \ estle rapport des distances OG et OC des points 
GO, G au point de contact de la droite CG avec la courbe qu'elle 
enveloppe necessairement. II est Evident, au contraire, sans calcul 
que les developpables (D), (D ) sont homothetiques ; car : i elles 
ont leurs plans tangents paralleles; 2 les plans de la premiere, 
coupant la sphere (S) sous un angle constant de cosinus gal a A, 
sont tous tangents & la sphere (S') concentrique & (S) et de rayon 
r\Ji A 2 ; 3 pour la meme raison, les plans de la seconde sont 
tangents a une sphere (S' ) concentrique a (S ) et de rayon 
7*o\/i AO' O p deux developpables dont les plans tangents sont 
parall&Jes sont ^videmment homothetiques des qu'elles sont assu- 
jetties en outre a ^tre circonscrites respectivement a deux spheres 
(S') et(S' ). On passe de Tune a Tautre par 1'hornothetie qui trans- 
forme (S') en (S' ); de sorte que le centre d'homoth^tie est surla 
ligne des centres CC et que le rapport de similitude est gal au 
rapport des rayons des deux spheres. Or, d'aprs la premiere for- 
mule(a3), ce rapport est gal a X : le centre d'homothetie est, par 
suite, le point 0. La proposition de M. Blutel se trouve ainsi com- 
pl&tement 6tablie. 

On verrait de m6me que les developpables (D y ), (DJ) circon- 
scrites aux deux surfaces (S), (S ) en tous les points des lignes 
de courbure (K.), (K ) sont homothetiques, car elles sont circon- 
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scrites a des spheres (S") el (S*), de rayons rh et r /z , concen- 
triques respectivement a (S) et a (S ). Mais ni le rapport, ni le 
centre d'homothe"tie, ne sont les me*mes que pour les develop pables 
(D), (D ). Toutefois ce complement donne a la proposition de 
M. Blutel est essenliel pour la suite de la recherche. 

1025. II nous faut maintenant indiquer comment, a Paide des 
propositions precedentes, on pourra determiner toules les sur- 
faces (S ) lorsque la surface (S) sera donnee. On aura sept fonctions 
inconnues # , &o? c 0) r , A OJ \ ^ et seulement les six equations 
(28), (24) et (20); une des fonctions pourra done tre choisie 
arbitrairement. Si c'est X par exemple, que 1'on supposera ex- 
primee en a, les equations (M)? (a5) fourniront a , 6< c , p par 
des quadratures et les deux equations (s3) determineront ensuite 
r , fiQ en fonction alg-^brique de r et de h. Du reste ces valeurs 
de TO? AO ressortentimmediatement des formules precedentes (22). 
Comme on peut aj outer a toutes ces relations la suivante 

(26) d(hor ) = \d(hr\ 

obtenue en differentiant la seconde Equation (28) et tenant compte 
de la relation (24), on reconnait que 7z ne pourra etre gal a zero 
tant que h ne sera pas aussi egal a zero. En tenant compte aussi 
de la premiere equation (28), on peut dire que h et h Q prennent 
en m&me temps les valeurs o et i . 

Par suite, toutes les fois que (S) et (S ) auront leurs lignes de 
courbure circulates, tons les theoremes precedents leur sont 
applicables soit que Pon prenne comme spheres (S) et (S ) 
associ6es dans les enonces precedents, les deux spheres inscrites 
ou les deux spheres orthogonales aux deux surfaces. Ainsi se 
trouvent justifies les propositions dont nous avons fait usage plus 
haut au n 1006. 

1026. Pour que la solution prece*dente puisse fournir sans aucun 
signe de quadrature la surface (S ), il faudrait pouvoir resoudre 
sans aucun signe de quadrature les Equations suivantes 



250 LIVRE VIII. CHAPITRE XI. 

apres quoi [/. et r 0- se determineraient sans difficulte par les for 
mules (28). 

Le probl&me auquel on se trouve ainsi conduit pent 6tre rdsol 
de la mani&re suivante : 

D6terminons les rapports mutnels de quatre fonctions A, B, C, ] 
de a par les relations suivantes 



(28) 



La differentiation de ces relations nous conduira aux suivantes 

dG dc -+- rfHrf(rA) = o, 
rfc -H d*H rf(rA)= o, 



A <ftz-i-B db-^C dc-t-H d(rh)=o, 
C d*c +- H d*(rh)= o, 
- G d*c -+- H rf(M) = o. 



ou Ton petit remplacer, de m^me que dans )a premiere (28), 
dbj dc, d(rh] paries quantil^s proportionnelles da Q , db Q , 
d(r Q /iQ^ de sorte que 1'on aura n6cessairement 



H 

(* 

d- G do* -+- d* H 




Prenons inaintenant comme inconnue auxiliaire u la fonctio 

(3o) w = A#Q -f~ B c/o ~+" G CQ -f- H 7*o/i0. 

En diflferentiant les deux membres de cette relation et tenai 
compte des formules (29), il viendra 



-c ^ 3 G-t-;'o/i 

de sorte que # , 6 , c o? ^o^o seront dtermines par ces tro 
Equations et s'exprimeront lin^airement att nioyen de la fonctic 
arbitraire u et de ses trois premieres deriv^es. 

La question propos^e se trouve ainsi compl&tement resolue. 
peut remarquer que \ sera une fonction linaire de u et de s 
quatre premieres d^riv^es; et comme \da^ \db, \dc, \d(ri 
sontdes diflKrentielles exactes, \ sera Vadjointe de Texpressic 
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lineaire qui, egalee a ze"ro, donnerait une equation differentielle 
admettant les solutions particulieres a' } &', c f , (rhy. 

1027. Au lieu des calculs precedents on peut indiquer une con- 
struction geometrique determinant la surface (S ). II suffit de re- 
marquer que les formules (28), (24) et (25) ne cessent pas de 
subsister si Ton y remplace d'abord h et h par i, puis r, r par 
/'A, /'o AO- Cela revient a dire que les surfaces a lignes de cour- 
bure circulaires (S"), (S' ) enveloppees respective me nt par les 
spheres (S"), (SJ) out meme representation spherique. D'apres 
cela, la construction donnee plus haut (n 1007) et indiquee par 
M. Rouquet pour deduire de toute surface a lignes de courbure 
circulaires une surface de mme definition admettant m^me repre- 
sentation spherique nous permettra de construire la sphere (S^) 
et, par suite, la courbe (Co). Cette courbe une fois connue, on 
pourra construire le point 0, la sphere (S' ), les developpables 
(D ), (DJ) qui se couperont suivant la ligne de courbure (K ). 
Du reste, le carre du rayon de (S ) est la somme des carres dts 
rayons de(S;)etde(S;). 

1028. Revenons a la solution analvtique. Nous avons vu que la 
surface (S ) depend d'une fonction arbitraire. On peut disposer 
de cette fonction arbitraire de telle fagon que la surface remplisse 
certaines conditions donne'es a Tavance, par exemple que toutes 
les spheres (S ) soient orthogonales a une sphere fixe ou passent 
par un point fixe. Ces deux conditions se traduisent, avec des axes 
convenables, par une equation de la forme suivante 

#? + t>\ -h c\ r\ = const.; 

et, si Tony substituelesvaleurs de a ? ^o? o> ^o ^Q fonction de M, 
on obtiendra une equation differentielle du 4 e ordre a laquelle 
devra satisfaire cette fonction. Cette equation est quadratique; 
mais, en la differentiant, on fera apparaitre le facteur \ que Ton 
devra supprimer; et il restera une Equation lineaire du 5 e ordre. 
Cela se voit tout de suite si onTe"crit sous la forme 
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Car en different! ant il viendra 



Ainsi, parmi les surfaces (S )j il en existe toujours un nomh 
illimite pour lesquelles les spheres (S ) passent par un point fi 
ou sont orthogonales a une sphere fixe. 

Or, toute surface (S) pour laquelle les spheres (S) passent r 
un point fixe est Tinverse par rapport a ce point d'une surface (' 
a lignes de courbure planes. Done on pourra toujours, par a 
constructions geometriques qui rt exigent aucune integratic 
faire d&river toutes les surfaces & lignes de courbure sph 
riques des surfaces d, lignes de courbure planes : i en prena 
les inverses de celles-ci; 2 en construisant ensuite les surfcu 
a lignes de courbure spheriques de mdme representation spl 
rique que ces inverses. 

1029. De celle generation des surfaces a lignes de courbi 
spheriques r^sultent plusieurs proprietes que nous allons 
diquer. 

Remarquons que, pour deux surfaces (S), (S ) ayant mme i 
presentation sph^rique etpour deux lignes de courbure phriqi 
correspondantes (K), (K ), les cdnes enveloppes des plans n 
maux ont leurs plans tangents paralleles et, par suite, sont hon 
thetiques. Les dvelopp6es isotropes des lignes (K), (K ), d^ 
loppees qui sont tracees sur ces c6nes, ont leurs tangen 
paralleles, et sont, par suite, des courbes homothtiques (b 
que leur rapport d'homoth^tie ne soit pas en general egal a X), 
nous supposons que, pour la surface (S ), toutes les spheres (! 
passent par un point fixe, cette surface sera 1'inverse d'une s 
face (T) a lignes de courbure planes, et les developp^es isotroi 
de ses lignes de courbure (K ) seront les inverses des developp 
isotropes des lignes de courbure planes de (T). C'est, en efl 
une propriete essentielle, signal^e depuis longtemps (*), des 
veloppables et par suite des developpees isotropes, de se conser 
par Pinversion. Gomme les developpees isotropes des lignes 



0) Voir la premiere Partie de TOuvrage cit6 plus haul [III, p. 
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courbure planes de (T) sont egales, nous pouvons done enoncer 
la proposition suivante : 

Etant donnee une surface & lignes de courbure spheriques 
(S), toutes les developpees isotropes de ses lignes de courbure 
spheriques peuvent, par des inversions convenables appliquees 
a chacune d'elles, se transformer en des courbes identiques, 

End'antres termes, en soumettant les lignes de courbure (K) 
a des inversions convenables et variant de rune a Vautre ligne, 
on pent les placer toutes sur une meme developpable iso- 
trope(k). 

Si done une des lignes de courbure spheriques est alge- 
brique, toutes les autres sont necessairement algebriques. 

1030. Les remarques que nous venons de signaler rapprochenl 
evidemment les surfaces a lignes de courbure sphdriques des 
surfaces a lignes de courbure planes ; et Ton est conduit ainsi a re- 
chercher s'il n'existerait pas, pour les lignes de courbure sphe- 
riques, une proposition analogue au th^oreme du n 1000. Cette 
proposition existe effectivement, mais son enonce demande 
quelques explications preliminaires. 

Consid^rons, d'une maniere gen^rale, deux inversions, definies 
paries deux spheres principales (S) et (S ). L'effet de ces deux 
inversions ne sera pas change (*), si Ton substitue a ces deux 
spheres (S), (S ) deux autres spheres passant par leur cercle d'in- 
tersection (C) et se coupant sous le meme angle a que les deux 
premieres. On peut done dire que 1'effet des deux inversions est 
d&Gni si Ton donne le cercle (C) et Tangle a. Ajoutons que, pour 
choisir les deux spheres principales des deux inversions suc- 
cessives dans Tordre convenable, il faut indiquer aussi un sens 
determine sur le cercle (C). Nous appellerons Teflfet de ces deux 
inversions une rotation d } angle a autour du cercle (G). Tandis 
qu'une inversion simple imprime toujours des deplacements finis 
aux points de Fespace qui ne sont pas voisins de la sphere prin- 



0) Voir, en particulier, la Note VI de 1'Ouvrage cite" a la page prcedente. 
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cipale, une rotation autour d^un cercle pent imprimer des de- 
placements infiniment petits a tous les points de Pespace, pourvu 
que son angle soit infiniment petit. 

Si Ton soumet la figure et sa Iransforme'e a une inversion dont 
le p6le se trouve sur le cercle (C), la rotation autour de ce cercle 
se iransforme en une rotation du mme angle autour de la droite 
transformed du cercle. 

1031. Si 1'on admet cette generalisation de la notion de rota- 
tion, il est clair qu'on pent soumettre toute surface a lignes de 
courbure circulaires (S) a une deformation analogue a cette defor- 
mation particuliere d'une developpable dans laquelle les genera- 
trices rectilignes restent rectilignes. Faisons corresponds aux 
cercles de la surface les generatrices rectilignes d'une develop- 
pable; aux rotations infiniment petites autour de ces generatrices 
rectilignes, des rotations d'angle egal autour des cercles corres- 
pondants. A toute flexion de la developpable correspondra une 
flexion isomorphe de la surface (S), comportant dans sa definition 
tine fonction arbitraire. 

Cette notion adrnise, le lecteur demontrera aisement le theoreme 
suivant : 

Pour obtenir la surface a lignes de courbure spheriques la 
plus generate on coupe une developpable iso trope (A) par une 
famille de spheres (S); on soumet ensuite ces spheres et leur 
surface enveloppe (S) d la flexion qui vient d'etre definie. Les 
sections de la developpable (A) par les spheres (S) se transfor- 
ment ttinsi dans une famille de courbes engendrant la surface 
cherchee. 

Les surfaces qui conpent a angle droit une famille de spheres (S) 
apparaissent ainsi comme les analogues des surfaces moulures de 
Monge. Pour elles, les lignes de caurbure sont les transformees 
par des inversions d 7 une m^me courbe, d'ailleurs quelconque. 

La proposition precedente permet evidemment de retrouver les 
propositions que nous avons obtenues plus haut (n 1029). 

1032. Nous terminerons ce Chapitre en donnant la demonstra- 
tion d'une proposition deja enoncee au n 483, et en determinant 
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toutes les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphe- 
riques dans les deux systemes. Nous commencerons par etablir 
un lemme relatif a deux Equations simultanees aux derives par- 
tielles du premier ordre. Soient, avec les notations habituelles, 

(32) ! Mx*y?*?p?q)^* 

ces deux Equations. Si Ton veut qu'elles admettent une solution 
commune avec une constante arbitral?^ il faudra, comme on 
sait, que la relation 



se vrifie identiquement ou soit une consequence des proposees. 
La premiere equation aux derivecs partielles (82) a ses caracte- 
ristiques definies par les equations differentielles 



. . 

^ ~ *JL v+pV" *L + g d i' 

dp dq da r dz dy dz 

de meme, pour la seconde, les caracteristiques sont definies par le 
systeme suivant 



dp dq dx ^ dz 

de sorte que la condition d'integrabilil6 (33) se ramne a la re- 

lation 

(36) dp ox opdx-l- dq oyoq dy = o, 

qui doit avoir lieu, bien evidemment, pour deux directions quel- 
conques, en chaque point d'une surface integrate. Or, supposons 
que les caracteristiques soient les lignes de premiere courbure 
pour la premiere Equation, et les lignes de seconde courbure pour 
la seconde. On aura alors 

/Q\ dp _ dq \ ^P ___ tg _ 

( - 7) ' - ' ~ ' te+ 1* + Ss l ' 
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X et [ji d^signant des inconnues auxiliaires; de sorte que la co 
dition d'intgrabilit< (36) ou Ton remplacera dp, 8p, dq, q j 
leurs valeurs deduites des equations pr^c^denles prendra la fori 

(X p)(dx x + dyty-h dz 8*) = o, 

et elle exprimera simplement, \ etant different de JJL, la proprii 
d'orthogonalite des deux families de lignes de courbure. 

1033. D'apres cela, supposons qu'une surface (S) ait toutes 
lignes de courbure spheriques. Designons par (S H ) les sph& 
qui contiennent les lignes de premiere courbure et par (S 2 ) 
spheres qui contiennent les lignes de seconde courbure. Soient 
Tangle sous lequel la surface doit couper la sph&re (S i ) et 
Tangle sous lequel elle doit couper la sphere (S 2 ). Parmi 
spheres (S^ et (S 2 ), choisissons celles qui se coupent en 
point M de Tespace et dont Tintersection est un cercle (G) i 
passe en M. Le plan tangent en M a la surface chercb^e sera i 
demment defini par la double condition de faire les angles co< et 
respectivement avec les plans tangents en M aux deux spheres ( 
et(S 2 );cette double condition montre qu'il doit tre tanger 
deux c6nes de revolution ayant pour axes les rayons des d< 
spheres qui passent en M, ce qui donne, en general, quatrepl 
distincts. Prenons Tun quelconque d'entre eux. II coupera < 
demment les deux plans tangents aux spheres suivant les dt 
tangentes principales de la surface cherchee. Par cons^qu( 
pour que la surface existe, pour que la condition d'integrabi 
soit verifi^e, il sera n6cessaire et suffisant que ces deux dro 
soient rectangulaires. Cela donne une condition a laqu 
doivent satisfaire les deux families de spheres (S<) et (S 2 ). C 
condition peut d'ailleurs s'exprimer sous la forme suivante. 

Pour chaque point du cercle (C), construisons le triedre aj 
pour ar&tes les rayons des deux spheres (S<), (S 2 ) qui aboutisi 
a ce point et la normale &. la surface cherchde : le di&dre foi 
par les faces du triedre qui se coupent sui9ant cette norn 
devra itre droit; et, par suite, si V d^signe Tangle des sph 
(S^, (S 2 ), la Trigonometric nous donnera imm^diatement la i 
tion suivante 

(38) cosV = costx>i cosco 2 , 
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Si les equations des deux families de spheres (S< ) et (S 3 ) sont 
donnees sous les formes suivantes 



a\- t b^Cn r\ , tOj etant fonctions d'un parametre a et a, b*, c 2 , r* 
d'un aulre parametre [3, la relation (38) donnera la condition 

<4o) (i- aa) 2 -<-(&i #2) 2 -t-(i c,)2=:r 2H-f| a/^rjcoscuicoscua, 

qui devra tre verifiee identiquement et qui a ete le point de de- 
part duMemoire de M. J.-A. Serret( 1 ). 

1034-. Au lieu de snivre la mme me"thode ? nous reprendrons 
le cercle (C) intersection des deux spheres (S<) et (S 2 ) et nous 
remarquerons que, si (S) est la surface cherchee, une sphere (U) 
tangente en Ma (S) couperale cercle (C) en un second point M< 
tel que le plan tangent a cette sphere en M< fasse aussi les angles u>\ , 
0)0 avecles deux spheres (Si), (S 2 ) et coupe les plans tangents en 
ce m6me point M< aux deux spheres suivant deux droites rectan- 
gulaires. II sera done toujours possible d'associer a la surface 
cherchee (S) une autre surface (S<) de me*mes proprietes, de 
meme definition, coupant les spheres (S 4 ) et (S 2 ) sous les memes 
angles, telle, en outre, que (S) et (S,,) constituent, a elles deux, 
les deux nappes de Fenveloppe des spheres variables (U); et, de 
plus, Les lignes de courbure se correspondent evidemment sur 
les deux nappes de cette enveloppe de spheres ( 2 ). 

Nous pourrons done appliquer les propositions demontrees au 



(*) J.-A. SERRET, Memoire sur les surfaces dont toutes les lignes de cour- 
bure sont planes ou spheriques (Journal deLiouville, t. XVIII, i ra serie, p. n3; 
i853). 

( 3 ) Pour bien comprendre ce point essentiel, remarquons que, lorsqu'on donne 
a priori les families de spheres (SJ, (S a ) ainsi que les angles w,, w a sous les- 
quels ces spheres doivent 6tre couples par la surface cherchee (S), cette surface 
devra verifier deux Equations aux derivees partielles du premier ordre qui ad- 
mettront une integrate commune avec une constante arbitraire toutes les fois 
que la condition (38) ou (4o) sera verified. Mais, comme ii passe, en chaque 
point du cercle (C), quatre plans tangents coupant respectivement les spheres (Sj, 
(S 4 ) sous les angles c^, w 2 , il y aura quatre families distinctes de surfaces (S), 
D. IV. 17 
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\ 

Livre IV, Chapitre XV, relativement a ces enveloppes. Pour plus 
de symetrie, nous emploierons les coordonnees pentaspheriques 
(Liv* II, Chap. VI). Soil 



(40 

1'equation de la sphere (U). Solent de meme 
/^=o, (43) 



ies equations des spheres (Si) et (S 2 ); les at etant des fonctions 
d'unparametre a et les bt des fonctions d'un paramtre J3; les w/ 
dependront a la fois de a et de (3. 

Pour avoir les deux points de contact de (U) avec son enve- 
loppe, il faut joindre a liquation (4i) ses deux derivees 



(44) 



Les deux points de contact devant se trouver par hypothese sur 
les spheres (S<), (S 2 ), les cinq Equations prec6dentes doivent se 
r^duire a trois. On aura done necessairement 



I -^ = 



-H A a/ -f- 



),, X A, B, A n B { ^tant des fonctions auxiliaires et i devant re- 
cevoir les valeurs i , 2, . . . , 5. 

D'autre part, les six coordonnees mi de la sphere (U) doivent 
tre (n 477) des solutions particuli&res d'une equation aux de- 
riv^es partielles de la forme suivante : 



* 

-t-D ^p -H Em/=o. 



qui correspondront aux quatre plans precedents; et ces families se grouperom 
deux i deux de telle maniere que deux surfaces difierenles prises dans deux fa- 
milies associees ferment les deux nappes de I'enveloppe de spheres que nous con- 
sid^rons dans le texte. 
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Substituons dans cette Equation les valeurs de ^, ^ definies 

v3C </p 

par les Equations (45) et celle de j-^5 deduite, par exemple, de 
la premiere de ces equations. Nous aurons 

[ (~ -h CX -4- DX! + XX t -4- E) m,-f. (j"g +CA + D 
/^/\ J \ r / \ r 

(40) 

DB "* } * 



Si les coefficients de a^ &/, fe^, ??z/ dans cette Equation n'etaient 
pas nuls, liquation (4i) de la sphere tangente apparaitrait comme 
une combinaison linaire des equations 



ce qui est en contradiction avec la remarque faite au debut de ce 
numero, ces trois Equations definissant deux points determines 
du cercle (C). II faut done que la relation (46) se reduise a une 
identity et que Ton ait, en particulier, 



On verra de mme que 1'on a aussi 



de sorte que les deux equations (45) peuvent se ramener a la 
forme plus simple 



(47) 



ficrivons maintenant que les deux valeurs de ~K d^duites de 
ces Equations sont ^gales. II viendra 



Pour les raisons ddja indiquees, on doit avoir 

d\ (?Xi ?A . . dB . 

"-^' ^ 11 ' = 
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Ces equations nous donnent, en introduisanl une fonctic 
auxiliaire A, 



i dh 

/i^' 



Nous aurons done 
et les Equations (47) nous fourniront la valeur suivante de ?m 



Comme on peut evidemment multiplier tous les mi par une fon 
lion quelconque A, nous pourrons prendre, pour i = i , 2, 3, 4, 

nii= r//(a) ^a +y */ ?(P) ^P- 

Liquation alaquelle satisfont (n 477) les six coordonnees de 
sphere sera done 



de sorte que la sixieme coordonnee m Q sera, elle aussi, 
somme d 3 une f auction de a et d'une fonction de p. 

1035. Re*ciproquement, considerons la surface enveloppe d'u 
sphere pour laquelle les six coordonne'es sont donnees par la fo 
mule 
(48) in t = A z --4-Bi-, 

ou A/, B- dependent respectivement de a et de p. Pour obtenir 
surface il faudra joindre a liquation 



(49) 

ses deux de'rive'es 

(5o) 
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par rapport a a et a (3. Prises isol&nent, les deux Equations prc<- 
dentes definissent deux courbes spheriques de la surface. La 
sphere qui contient la premiere, par exemple, coupe la surface 
sous un angle OL^ defini par la formule (n 136) 




Or si Pon diflerentie, par rapport a a ? la relation identique 



qui doit n6cessairement exister (n 156) entre les six coordonn^es 
de la sphere, il vient 



',(A,-t-B,)= o, 
de sorte que Ton a 




L J angle o> 4 ^tant une fonction de a, on voit que la sphere definie 
par la premiere Equation (5o) coupe la surface sous un angle 
qui est partout le mme$ et, par suite, les courbes de parametre a 
sont des lignes de courbure spheriques de la surface. La demon- 
stration est toute semblable pour les lignes de parametre p. 

En rsum6, nous obtenons la proposition suivante : 

Pour definir les surfaces dont toutes les lignes de courbure 
sont planes ou spheriques, on diterminera de la maniere la 
plus g&n&rale six fonctions A/ de a et six fonctions B t - de $ ve- 
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rifianl identiquement la relation 



puts onprendra Venveloppe de la sphere variable 

(53) 



Les deux nappes de cette enveloppe seront deux des surfaces 
cherchees. 

C'est la proposition dej &nonce au n 483. 

1036. Appliquons-la a la determination effective des surfaces 
cherchees : il faudra d'abord r6soudre Tcquatiorx fonctionnclle (;>s>,)* 
Cette resolution se simplifie beaucoup si J'on emploic toutcs los 
substitutions Iin6aires orthogonalcs, qui transformer^ en elle- 
m^me la forme quadratique 



Dans la geometric des spheres elles jouent le mSme rdlc qnc le 
changement de coordonnees dans la geometric du plan. En uti~ 
lisantles resultats obtenus au Livre II, Chap. VI, on rcconnaitra 
aisement qu'onles obtient toutes en combinant des ddplaccments, 
des inversions, des dilatations (augmentation d'une quanlitr 
constante pour le rayon de toute sphere). Nous admettrons cc i'<S- 
sultat. 

Si nous diflferentions liquation a resoudre par rapport a a et 
a (J, elle devient 

6 

(54) 2 A * B < = - 

1 

JEtudions d'abord cette derni^re equation. 

Comme tons les B^- ne son t pas nuls, en donnant & j3 une valour 
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fixe quelconqnc, on obtiendra an moins tine relation lineaire, A 
coefficients constants, entre les AJ. Supposons d'abord qu'il 
n'existe qu'une pareille relation, savoir 



Si 1'on a 



on pent, par unc substitution ortlxogonale, ramener la relation a la 
forme 

('V>) A' fl =o, 

ot si Ton a 



on la ramine de meme a la forme suivante 

Dans le premier cas, pour que liquation (54) soit verifiee, il 
faul que 1'on ait 

<;t Pt'equation (5a) devient alors 



Le premier mcmbre ne pouvant ddpcnclrc que de a et le second 
dependant iwccssairement de p, il y a impossibility. Le raisonne- 
meat s*appliquera de mtime si Ton subsliluc la relation (56) a la 
prte^dente (55). 11 n'y a done, en ayant dgard a ce que l^change 
de a etde (3 rcviout & un changemeni de notations, qu'a exaxmner 
deux hypotheses ; i ou bien il y a deux relations lindaires entro 
les d^rivies A^ par exemple^ et (juatre entre les ddriv^es BJ; 2 ou 
hicn il y a irois relations Iin6aires entre les unes et les autres* 

Une discussion facile vnonlrc que des relations lin^aires, en 
noiubre quelconq,ue 3 entre les A^ par exemple, peuvent toujours,, 
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par une substitution orthogonale, tre ramene*es a verifier le 
deux conditions suivantes : 

i Ghaque relation sera de la forme 

A^ = o ou A'/j H- i A = o ; 

2 De plus, la mme derivee A^ ne figure que dans une sen] 
relation. 

Les cas ou quelques-unes des relations contiennent deux der 

vees se deduisent des autres par le passage a la limite. 

i 

1037. D'apres cela, s'il y a deux relations seulement enti 
les AJ, on pourra, en se bornant au cas general, les prendre sot 
la forme 

A' 4 = o, A' 5 = o. 

II faudra que Ton ail 



par suite, B 1? B 2 , B 3? B 6 , A 5 , A 4 seront des constantes que To 
pourra prendre e"gales a zero; de sorte que 1'equation a \*6rifi( 
prendra la forme 



et chacun de ses membres devra se r<5duire a une constante. 
pourra prendre par exemple 

B 4 =cosp, B 5 =sin[3, 



Si Ton choisit un systeme de spheres coordonnees comprena: 
les trois plans principaux, la sphere de coordonnees mi sera di 
finie, en coordonnees cart^siennes x, y, s, par 1'equation suivan 



g- 
JR. 

-s 2 H-R 2 

=o; 



_ 
de sorte qu'ici la surface cherch^e deviendra Penveloppe de 
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sphere 

(5y) 2 A! a? H- 2 A 2 y -4- a A 8 -s -t- e l $ e-*P R = o. 

En joignant a Fequation precedente les deux derivees 

(58) 



on reconnait que cette surface se reduit a un cone, d'ailleurs 
quelconque. 

1038. Envisageons maintenant le cas ou il y a trois relations 
entre les AJ; et, nous bornant toujours au cas le plus general, 
prenons-les sous la forme 

il viendra * 

B' l5 =B; = B', = o. 

On pourra encore supposer nulles A 4 , A 5 , A 6 , B l; B 2 , B 3 , et Ton 
aura 



II sera ne*cessaire et suffisant que les deux membres se r6duisent a 
une m^me constante. 

La surface e*lant Fenveloppe de la sphere de"finie par liquation 



(59) 



-r*i g 

il faudra joindre a cette equation les deux d^rivees 
(60) 



R 



= o. 



On voit que les lignes de premiere courbure sont dans les plans 
tangents d'nn c6ne et que les lignes de seconde courbure sont sur 
les spheres ayanl pour centre le sommet de ce cdne. On reconnait 
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la surface de Monge, dont toutes Us normales sont tangents 
a u?i cone. 

En resume, on peut enoncer le th^oreme suivant : 

Les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou 
spheriques se deduisent, par des inversions et des dilatations, 
soit d'un cone, soit de la surface dont toutes les normales sont 
tangentes a un cone, ou kien elles derivent par degenerescence 
des surfaces ainsi obtenues. 
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CHiPITRE XII. 

GENERALISATIONS BIVERSES. 

Systemes d'e*quations line*aires aux de'rive'es partielles da second ordre a n va- 
riables inde*pendantes dans lesquels chaque Equation ne contient qu'une derivee 
seconde prise par rapport a deux variables differentes. Forme type de ces 
systemes, condition pour qu'ils admettent n 4- 1 integrates line"aireinent inde- 
pendantes. Extension a ces systemes de la me*thode de Laplace. Comment 
on les integre lorsque la suite de Laplace se termine dans un sens. Indica- 
tion de certains systemes gene"raux dont Pint^grale peut &tre obtenue. Cas 
particuliers. Applications geome'triques. Systemes de coordonne"es curvi- 
lignes & lignes conjuguees. Ces systemes sont les seuls qui puissent corres- 
pondre a d'autres systdmes, les plans tangents aux surfaces coordonnees etant 
paralleles pour les points correspondants. Interpretation geometrique des 
substitutions de Laplace generalises. Cas particulier des s} r stemes triples 
orthogonaux. Theoreme de M. Combescure. Demonstration directe de ce 
the*orme. Application. Determination d'une classe de systemes triples pour 
lesquels toutes les lignes de courbure sont planes. En combinant Tinver- 
sion avec le thSorerne de M. Combescure, on peut faire deriver d'un systeme 
triple orthogonal une suite illimite'e de systemes analogues. Determina- 
tion des systemes orthogonaux a lignes de courbure planes dans un seul sys- 
teme. Determination des systeraes orthogonaux a lignes de courbure sphe- 
riques dans un seul systeme. 



1039. Bien qu'il n'entre pas dans notre plan de faire une etude 
detaille'e et complete des systemes orthogonaux, nous croyons 
cependant qu'il sera utile, pour bien-saisir les methodes prece"- 
denies, de monlrer comment elles peuvent ^tre g^neralisees et 
etendues. Nous trouverons ainsi Toccasion de revenir sur les pro- 
positions analytiques ^Lablies au Livre IV et de montrer qu'elles 
peuvent tre beaucoup d^velopp^es; que les demonstrations sub- 
sistent, presque sans modification, lorsqu'on substitue a une 
Equation lineaire du second ordre certains systemes du me*me 
ordre auxquels doit satisfaire une fonction inconnue de plusieurs 
variables. 

D^signons par p, p o p 2 , -, p^-i un systeme de n variables 
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independantes et envisageons le systeme des equations 
d 2 u du du 



oii i et k peuvent prendre deux valeurs differentes quelconques 
dans la suite o, i, 2, . . . , n i; de sorte que le systeme com- 

prend n { n ~~ l > Aquations simultane"es. Nous chercherons en pre- 

mier lieu les conditions qui sont necessaires pour qu'il admette, 
en dehors de la solution evidente u = i, n solutions distinctes, 
lineairement independantes. 

Pour obtenir ces conditions, nous allons former de trois ma- 
nieres differentes les valeurs des de"rive"es troisiemes telles que 

- rT- et nous ecrirons que ces valeurs sont e"gales. On trouve, 

opt op k dpi X ' 

par exemple, en prenant la derived de liquation (i) par rapport 
a p^, I etant different de i et de A 1 , et en substituant les valeurs des 
derivees secondes qu'introduit cette operation, 



f dctik \ du . du 

~ Jr \ "A -- h a ik&ik } i -- H(aA.jr//H- atkajci) j- 
V dpi / dp k dpi 

Perinutons dans les deux membres les indices k et /, par exemple; 
le premier membre ne changera pas. Comme, par hypothese, le 
systeme doit admettre n solutions lineairement independantes on, 
ce qui revient au me*me, une solution dont les derive"es premieres 
peuvent tre choisies arbitrairement pour un systeme quelconque 
de valeurs des variables independantes, les coefficients des mimes 
derivees du premier ordre- devront 6tre e"gaux dans les deux ex- 
pressions ainsi obtenues de la de*rive troisieme. Cela nous con- 
duit a des relations du type suivant 

^ "|r = a>iaik ~ 3r VU***-- *tk*tk (i^k^ I). 

fichangeons dans cette relation les indices i et I : le second 
membre ne change pas. On doit done avoir 



dpi 
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et, par consequent, ##, a^ sont les ddrive'es, par rapport a p/ el 
a p/, d'une m3rae fonction que nous designerons par IogH#; de 
sorte que Ton pourra poser 



L'equation de condition (2) deviendra 



i dHj dEt i dUi dE k 
H, <?p, Tip, ~*~H, ^ c?p/' 

et le sy steme (i) prendra la forme suivante 

<? 2 u __ i_ dE^ du_ __ i_ dHt du, _ / i^k, \ 

^ ' dp/dpA- H A- dp/ ^? Hf ^p A ^"~ V5, = o, 1,2, ...,n i/ 



Les relations (4), anxquelles doivent satisfaire les fonctions H/, 
sontau nombre de ~ - - Nous indiqtierons plus loin de 

nombreux exemples dans lesquels ces relations en si grand nombre 
sonttoutesv&ifiees. Danscecasle systeme(o) admettrad'ailleurs, 
non seulement n solutions particulieres lineairement indepen- 
dantes, mais aussi une solution g^neVale contenant n fonctions 
arbitraires d'une seule variable ind^pendante; c'est-a-dire que, si 
Ton calcule de proche en proche les deViv^es des diff^rents ordres 
de u pour un syst&me quelconque de valeurs de p, p { , . . ., p_<, 

les derivees de chaque ordre relatives a une seule variable y-^j> 
^j demeureront toujours arbitraires. 

Pour ne pas compliquer la thorie ? nous avons laisse de cote 
les syst&mes de la forme 

d*u du du , 

(6 ) -r r -- a ik ~ -- au ^ -- ba w = o, 

dp* dpi 



qui contiennent la fonction inconnue; mais, des que Ton en con- 
naitra une solution particuliere u f , il suffira d'efiectuerla substi- 
tution 

u = u'v, 

pour tre ramene a un systeme en 9 qui devra admettre la solu- 
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tion 9 = i et, par suite, sera de la forme (i). On pent done dire 
que, d&s qu'un sjsteme de la forme precedente admet n-j-i S olu- 
lions lingairement independantes,. il est r^ductible & la forme (5) 
et admet une solution contenant n fonctions arbitrages d'une va- 
riable. 

1040. Si Ton designe, conformement a une notation deja 
employee an LivrelV, par //*(w) le premier membre de Pequa- 
tion (5), c'est-a-dire si Ton pose 



- - du __ i^ dHt du 

(7) /*u) - ^r d H~ -5^7 j 9 i g; 5^: j- p 7 

on reconnaitra aisement que les relations auxquelles doivent satis- 
faire les H - s'expriment par la formula simple 

(8) //*(H/)=o (i^k^l), 

D'apres la mani^re m^me dont on les a obtenues, on voit qu'i) 
j a, entre les symboles ft*, les relations identiques 



(9) 



les indices z, A-, / ^tant toujours supposes diflF^rents. Ces identites 
montrent d^j^. que les relations auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions H ne sont pas essentiellement distinctes. 

Elles permettent encore de donner une forme plus precise a un 
^nonce precedent et de d^montrer que, sous les conditions ha- 
bituelles de continuity pour Jes coefficients, le syst&me des Equa- 
tions aux deriv^es partielles simultan^es (5) admet une solution u 
satisfaisant aux conditions initiales suivantes : 

Soient p, pj, . . ., pJ -4 un S3 r st^me de valeurs des variables in- 
dependantes. Choisissons n fonctions /(?),/<(? i ), , fn-\ (p/i-0 
assujetties ^ 1'unique condition de se reduire a une m^me con 
stante quand on remplace dans chacune d'elles la variable p/ par 
sa valeur initiale pj. II existera une solution du syst&me (5), et 




GENERALISATIONS DIVERSES- 271 

line seule, se reduisant a/ z (p z -) lorsque toutes les variables o* 
autres que p/ se reduiront a leurs valeurs initiates pj. 

Cette proposition est une simple consequence decelle que nous 
avons e*tablie au Livre IV, Chap. IV, relativement a une seule 
equation. Pour plus de nettete*, bornons-nous au cas de trois va- 
riables independantes p, p i? p 2 . La solution cherchee u doit se 
reduire 

a /(p) pour ?! = ??, ps = ?J, 
a/i(?i) pour p = p o f p 2 = p|>. 
a/i(pO pour p = ?, 



Elle sera done pleinement determinee, pour p< = p, par la 
ndition de satisfaire a Fequation 



et de se require a/(p) ou a /a(p2) suivant que p 2 ou p prennent 
les valeurs pS ou p. Soit u r la fonction, ainsi obtenue, de p et 
dep 2 . 

Pour le meme motif, la fonction u sera determined, pour p = p, 
par la condition de satisfaire a Tequation 



et de se require & f\ (pi) ou a/ 2 (p 2 ) suivant que p 2 ou p^ prennent 
les valeurs initiales pj ou pj. Soit if la fonction ainsi obtenue 
de p, et de p 2 . 

Cela pose, en vertu m^me de la proposition que nous venons 
d'invoquer, la fonction cherchee u sera completement d^terminee 
par la condition de satisfaire a liquation 

(a) /oi(w) = o> 

pour toutes les valeurs de p, p<, p 2 , de se reduire a u r , pour 
p 4 = pJ 7 et a if pour p = p. II ne reste plus qu'a demontrer que 
la fonction ainsi obtenue satisfait, pour toutes les valeurs des va- 
riables independantes, aux deux autres Equations 



qui composent, dans ce cas, le systeme (5). 

Si Ton tient compte de liquation (a), les identity's (9) nous 
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donnent ici les relations 
r dEi 




qui ontlieu pour toutes les valeurs des variables indpcndanies. 
Ces relations peuvent tre envisages comme des Equations aux 
drives partielles da premier ordre auxquelles doivent satisfeire 
les deux fonctions inconnues/ 20 (w), /;><(#) ^ n ^li^inant, j)ar 
exemple,/2 (i), on sera conduit & une Equation de la forme 



Recherchons les conditions initiales auxquelles doit salisfaire 
/ia(w). On a d'abord, u se reduisant alors a w v , 

/ 12 (?^) = o pour p = p, 

D'autrepart, si Ton fait, dans les identity (i), p, = ? J, comme 
on a alors / 03 (M) = o, il vient 



et, de la, on deSduit 



Mais comme /a(w) est nul par hypoth^se pour p = p ? rjucllcs 
que soient les autres variables, il faudra que Ton ait 



pour p 



et, par consequent, H, n'itant pas nul en vertu des conditions 
de continuity, 

<Kpi) = o. 

On voit que la fonction f { ,( u ] devra 6tre nulle soit pour 
P = P sou pour ?1 = ? et, comme elle doit en outre verifier 
1 Equation (c), elle sera n^cessairement nulle pour toutes les va- 
l 



leurs de p, Po p a . 
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Le raisonnemenl fait pour/, 2 (&) se repete videmment pour 
a(w) ct Ton voit qxie la fonction it satisfait aussi a liquation 



cc qui achcvc la demonstration. 

1041. Nous ajouterons la i^emarque suivante relative aux 
relations eulrc les II/. Introduisons les quantites fa definies par 
la. formulc 



Les relations (4) ou (8) s'cxprimeront uniquement an moyen 
dcs fa el prendront la forme simple 



de sorte quc, si I'on pose 
il viendra 

-~ = 

P/ 
cl I'on aura, par suite, 



Cos relations permeUent d'huroduirc une fonction V telle que 
Ton ait 



On pout exprimor tous les J3/A en fonction de V, former des 
Equations aux d<5riv6es purlielles auxquellcs V devra satisfaire; 
mais nous laisserons do cfittS tout ee qui concerne cette fonction. 

1042, Supposons que Ton ait obtenu d'une manidre quelconque 
un systftmc de la forme (5), pour lequel tomes les conditions 
d'inU%rabiHt<5 aoienl vdrifiees, et proposons-nous de rechercher 
comment on peut 1'inUgrcr. 

D, - IV* l8 
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Nous allons montrer qu'ici encore on peut employer avec 
succes la substitution de Laplace (n 330). 
Considerons, en effet, liquation particuliere 



(12) 

Si elle lait seule et si Ton voulait lui appliquer la substitution 
de Laplace, il faudrait, par exemple, substituer a u la fonction p, 
definie par 1'equation 

du 



Si Ton pose alors 

H* dE t El PlogUt H* 

w L *= H7 - 

on aura 
OS) 

et v satisfera a liquation 

/ R\ d*v dL? c dv i dLt dv 



On verra de m^me que si 1'on introduit les quantit<5s LV dc~ 
finies par les relations 



la fonction p satisfera, pour toutes les valeurs distinclcs de f el 
de A-', au syst&me 

(r 9 ) d * v J_ ^ _fe _, . T ^* ^^ 

dpi'dpk' Lti' dpjc' d?t' l>k' dpy d$k'* 

tout semblable au proposd. 
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Comme on a t - - equations, conime chacune fournit deux 

substitutions, on voit que chaque systeme de la forme (5) admettra, 
en g6ne*ral, n(n i) systemes derives, n(n i) systemes con- 
tigus. De ceux-ci, on pourra en deduire d'autres et continuer, soil 
indefiniment, soit an moins jusqu'a ce que Fune des Equations 
qui composent le systeme ait un de ses deux invariants egal a 
zero. 

11 y a de nombreuscs relations entre toutes les substitutions 
ainsi obtenucs : nous nous contenterons de signaler la proprie*te" 
suivante : 

Si l'onde*signepar S^ la substitution deTmie parlaformule (i3), 
PefTet de deux substitutions S/#, S/'^appliqu6es successivement ne 
change pas lorsqu'on echange, soit les deux premiers, soit les 
deux seconds indices. 

1043. Examinons ce qui arrive lorsqu'une des substitutions S&- 
dcvient impossible, c'est-a-dire lorsque Tequation d'indices i et 
du systeme (5) a 1'un dc ses invariants nuls. Pour plus de simpli- 
cit(5, nous nous borncrons au cas de trois variables p, pi, p 2j qui 
so prcscntcra scul dans les applications. 

Consid(irons liquation 

c) 2 w i dl\i du r )H 2 du _ 

(ao) fnw - ' d j- " in ??; 3 P ; " n; TJ?T g^ - ' 

ct supposons que son invariant 



soit mil. Gela sc tratluira par la relation 

(ai) 

On a deja 



Si done nous substituons H < & la place de u dans les iden- 
tit6s (gJoCiFonrempiaccra paro, i, 2 les indices difiF6rents z, A-, /, 
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il viendra 



On de'duit done de la, soit 
(22) /oi 

soit 



1 1 
H 



Envisageons d'abord la premiere hypothese : H< est alors unc 
solution des trois equations qui composent le systeme; si Pen 
effectue la substitution 



on aura un systeme tout semblable au propose*, mais dans leqncl, 
H 2 et H 3 etant remplaces par de nouvellcs fonctions, H^ serai t 
fait egal ^L Tunit6. Introduisons done, pour ne pas changer de no- 
tations, cette hypothese directement dans le sysleme propose*. La 
premiere et la troisieme Equation s'inte'greront & vue et nous 

donneront 

du du 



S 1 et T< e*tant des fonctions qui ne dependent pas dc p t . Portanl 
successivement les valeurs de -p? -r- dans la seconde 
nous trouverons 



- - 

(?p - H 2 dp 2 1? dp 2 ~ H e)p *' 

II est clair que ces Equations ne peuvent fournir des valours 
de Si et de T t inde'pendantes de p^ que si Ton a 



A^ et B< ne dependant nullement de p< . Alors S { et T , se 
neront par le systeme 



GENERALISATIONS DIVERSES. 277 

qui ne contient que deux variables independantes. Puis on aura 



u = / (HTl 



1044. Examinons maintenant la seconde hypothese, celle ou 

Ton a 

i dill = ^ <m 

Hi dp 2 """ H dp 2 ? 
ce qui donne 



Ro ne dependant pas dc p 2 . Si nous faisons la substitution 

a = HIP, 
nos Lrois (Squalions deviendront 



Mais les identiuJs (9) nous donnent ici la relation, dja ecrite 
plus haut, 



d'oii 1'on d<5duit, en integrant, 



S a etant dc m6me definition que R 2 , c'est-a-dire ne contenant 
pas p s . Les deux premieres Equations en 9 admettent l'int(grale 
g6n6rale 



oil a* depend exclusivement de p 2 . En integrant, on deduit de la 

/P-otH. , , TT 

9 = / -TT P2+ U 'i> 

</a Ul 



^g LIVRE VIII. CHAPITRE XII. 

Uo etant indpendant de p 2 comme S 2 et T 2 , et a d^signant une 
constante quelconq.ue. Comme on a 

/ 01 (H 2 ) = o, 
1'equation 



admet la solution definie par la formule 



et comme, apres la division par H i3 ses coefficients sont ramen^s 
a ne plus contenir p 2 , elle admet aussi Uintegrale 



/ pi iH 

Jo. H I 



Done la solution g^nerale du syst&tne propos^ sera d&Bnie par 
la formule 



U 2 etant d^termin^e par la condition de verifier liquation 



ou R 2 et S 2 sont deux fonctions connues de p et de pi . 

1045. La th^orie complete des sysl&mes d'^quations aux d6- 
rives partielles precedents nous entrainerait trop loin. Nous 
nous contenterons de signaler rapidement le cas ou la solution 
g6n&rale se presente sous la forme la plus simple et la plus mile 
pour les applications. 

Pour plus de netted, et comme la m^thode est la mme dans 
tousles cas, nous supposerons le nombre des variables <$gal a 3. 

Supposons qu'on ait obtenu par un moyen quelconque un sys- 
t^me d'equations aux d6riv6es partielles 



pour lequel les conditions d'int6grabilit< soient satisfaites et dont 
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on ait determine 1'intdgrale gnrale u. Considerons une expres- 
sion de la forme suivante 



du . d'nu 

+...+ m 

I 

du <?B " d " < dPu 



/ , O \ 



dont nous determinerons les coefficients parla condition que Z 
s'annule quand on y remplace l'intgrale g^nerale u par des inte- 
grates particuliereSj lineairementind&pendantes, du systeme pro- 
pose, en nombre gal 

m 



Nous aurons 1'equivalent des expressions (/?z, n) consider^es 
au Chapitre VIII du Livre IV. La demonstration donnee au 
n 399 montrera ici que Z est Tint^grale d'un systeme tout pareil 
au propose (27). 

II y a la, on le ^oit, un moyen tr^s general de faire driver de 
tout systeme que Ton sait integrer une suite illimitee d'autres 
systemes dont Tint^gration se rattache a celle du premier. 

Supposons, par exemple, que le systeme propose soit constitue 

par les trois Equations 

d*u 



En choisissant Funit< parmi les solutions particulieres qui 
doivent annuler Z, on sera conduit & introduire le determinant 
stiivant : 

, n(n} r> "Q(/ 

R R 7 ... R (/n) RI RI "i "s 2 



(29) A = 



r r ... ^ u/ * ; "i 
s s' ^i 



w w 



ou r/, s h . . . , wt sont des fonctions donntes de la variable ?i 
tandis que Ton d^signe par R ; R 4 , R 2 des fonctions arbitral 
de la variable de m^me indice. Ce determinant A sera I'mligrale 
g^n^rale d'un sysleme analogue au systeme (27). On peutd'ailleurs 
le d^montrer directement en r<*p<tant le raisonnement du n 340. 
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Les equations aux derivees partielles auxquelles satisfait A ad* 
mettent les solutions particulieres 



obtenues en donnant a 1'une des fonctions arbitraires R, R R 2 
la valeur i , et aux deux autres la valeur ze'ro. On pourra done, par 
exemple, par la substitution 

(3o) A=|U, 

obtenir pour U un systeme d'equations aux derivees partielles ne 
contenant plus la fonction U. 

104?6. Parmi les cas particuliers les plus inte'ressants, on pent 
signaler les suivants : 
L'expression 

f<* \. _ " *\1 Rg 

U "" (P Pi)(p Pa) "*" (pi^p)(pi~p2) "^ (pa p)(p2-pi)' 



oil Rj depend de la seule variable p z -, est Tintegrale generate du 
sjsteme 

/ON / N d*u du du . . , . 

(32 ) ( P'-P A )^7^ = ^-^ (,*=o I .,a). 

Si Von diflerentie ces Equations m i fois par rapport It p, 
m { i fois par rapport a p< , m 2 i fois par rapport a p 2j on verra 
que 



est Tintegrale generate du systeme 

/0 o\ / \ d^v dv dv , . , 

(33) ( * t -^wfi= mk 6?r mi Wk < i ' A: = o ' i ' a >' 

dont nous allons dire quelques mots, en attribuantmaintenant des 
valeurs quelconques aux coefficients m^ 

D'abord le systeme admet, pour toutes les valeurs de A ? la solu- 
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tion particuliere 

(34) p=(p + fc)- w (pi+A)-*(pi+A)->, 

et, sous ce point de vue, il se rattache au suivant 



ou rt depend de la seule variable p/, et auquel se ramenent tous 
ceux pour lesquels il existe une infinite de solutions particu- 
lieres formdes du produit de trois fonctions qui dependent, cha- 
cune, d'une seule des variables p, p 1? p 2 . Ces solutions parti- 
culi^res ont d'ailleurs pour expression generate 



(36) u = eJ r + h J r ^ k J r -- +A , 

la constante h pouvant recevoir des valeurs quelconques. 

En second lieu, les substitutions definies plus haut (n 1042) 
transforment le systeme (33) en un systeme analogue, ouFun des 
coefficients est augment^ et un autre diminue d'une unite. Cette 
remarque facilite beaucoup 1'int^gration. 

Enfin ici encore on peut demontrer, en g^n^ralisantla remarque 
de M. Appell (n 349), que si 

u = /(pj PI> Pa) 

est une solution quelconque du systeme, on pourra en deduire la 
solution plus gnrale 



a, &, c, d designant des constantes quelconques. 

1047. Nous n'insisterons pas davantage sur la tyorie analy- 
tique; les applications geomdtriques que nous allons ^tudier nous 
fourniront d'ailleurs les moyens d'obtenir tin grand nombre de 
systemes integrables de la forme que nous ^tudions ici. 

D'apr^s le th^or&me de Dupin, qui constitue certainement la 
propriete g^om^trique la plus importante des syst&mes triples 
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orthogonaux, deux surfaces quelconques appartenant a deux 
families diff^rentes d'un systme orthogonal se coupent suivant 
une ligne de courbure commune; de sorte que les courbes suivant 
lesquelles chaque surface est couple par celles qui appartiennent 
a d'autres families y forment un r^seau conjugu^. Proposons-nous^ 
d'une maniere generale, de trouver tous les systemes de coor- 
donnees curvilignes pour lesquels les lignes d'intersection des 
surfaces appartenant a des families diff^rentes tracent sur chaque 
surface un rseau conjugue. Si nous designons encore par p, p,, p 2 
les parametres des trois families de surfaces qui composent le 
systeme cherche, les coordonn^es cartsiennes #, y, z d'un 
point de Fespace, considdrees comme fonctions de p ? p n p 2j de- 
vront tre des solutions particulieres d'un systeme de la forme 
suivante 

du du /,/: = 0,1,2 \ 

.V* ) 

et cette condition, qui est necessaire, sera d'ailleurs suffisante. 

Or, pour qu'un systeme de la forme pr^cedente puisse admettre 
trois solutions #, y, z lin^airement independantes, il faut nd- 
cessairement qu'il soit reductible a la forme deja indiqu^e 



ou les fonctions H,H { , Ho v<5rifieron ties conditions d'integrabilit^ 
(4) on (8). 

Ces systemes particuliersj formes de surfaces se coupant sui- 
vant des lignes conjuguees, ont des propri^tes geom^triques qui 
les distinguent de tous les autres systemes de coordonnees cur- 
vilignes et dont nous allons dire quelques mots. 

Etant donn^ un systeme de coordonnees curvilignes, defini par 
trois families de surfaces, cherchons s'il en existe un autre, telque 
les surfaces coordonnees se correspondent mutuellement dans 
les deux systemes et qu'elles aient, de plus, leurs plans tangents 
parall^les aux points correspondants. En d'aulres termes, a?, y, z 
6tant les fonctions de p, p<, p 2 qui definissent le premier syst&me 
de coordonn^es curvilignes, cherchons si Ton pent determiner 
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trois fonctions X, \ { , X 2 telles que les expressions 

. dec y . dx , 



soient des differentieiles exactes ofo^, dj 4 , <&<. S'il en est ainsi, 
Xny\i **, considers comme fonctions de p, p,, p 2 , definiront 
bien un systeme de coordonnees curvilignes jouissant de la pro- 
pri^t^ indiqu^e. Or les conditions d'intdgrabilite des Equations 
prcdentes montrent immediatement que x y^ z doivent etre 
des solutions particulieres d'un systeme d'equations aux deriv^es 
partielles de la forme (87), ce qui permet d'^noncer la propo- 
sition suivante : 

Pour que deux systemes de coordonnees curvilignes puissent 
se correspondre de telle inaniere que chaque surface du pre- 
mier systeme corresponde d une surface du second et qu'aux 
points correspondents les plans tangents aux trois surfaces 
homologues aient la meme direction dans les deux systemes, il 
est necessaire que les surfaces de chaque systeme se coupent 
mutuellement suivant des families de lignes formant sur cha- 
cune d'elles un r6seau conjugue ( { ). 

1048. Du reste cette condition, qui est necessaire, est aussi suf- 
Jlsante. On le reconnatt aise*ment en effectuant la transformation" 
suivante. Etant donnee une solution quelconque u du systeme (38), 
introduisons les trois quantit^s U z - definies par la formule 



( J ) Cette proposition r^sulte aussi de considerations geome'triques tres simples. 
Soient, en effet, M, M' les points correspondants dans les deux systemes. Si Ton 
attribue & p une valeur de*termine*e, ces points d^crivent deux surfaces dont les 
plans tangents sont paralleles. Sur ces surfaces, les courbes de parametres p, et 
p s ont leurs tangentes paralleles j done elles forment un systeme conjugue*. 
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le systeme (38) pourra tre remplac^ par les six equations sui- 
vantes 

$Pk 

les fa* tant les quantites deja introduites et definies par la for- 
mule 

T dll k 
< 4 ') P^HI^' 

On a vu qu'elles satisfont aux Equations comprises dans la for- 
mule unique (n), que Ton retrouverait ici en crivant les condi- 
tions d'int^grabilit^ du systeme (4o). 

D'apr&s cela, aux coordonnees &, y, z, solutions particulieres 
du syst&me (38), correspondent, par les formules (3g), des quantites 
X;, Y,-, "Li telles que 1'on ait 

dx = HX dp + HjXj dpi -f- H 2 X 2 dp 2j 
dy = HY dp H- Hj Y^ dpi -+- H 2 Y 2 dp 2) 
djs = HZ dp -H HI Zj dpi n~ H 2 Z 2 dp 2 . 

Or, si 1'on peut, en changeant les valeurs des fonctions H, H< , H a , 
conserver les mmes valeurs aux fonctions (3^, qui i5gurent seales 
dans le systeme (4), il est clair que, dans les formules pr6c&- 
dentes, on pourra conserver les neuf quantites X/, Y/, Z/ avec 
d'autres expressions de H, H <? H 2 , ce qui donnera de nouvelles 
fonctions x*,y* > z', definies par des formules telles que les suivantes 



(43) 



?'= H'X dp + H 2 Xi ^ PI -H H' 2 X 2 
K'= H f Y dp H- Il' a Y t dpt-H H' 2 Y 2 
i' = H'Z dp H- H' 2 Zi d Pl H- H' 2 Z 2 



et qui determineront evidemment un nouveau systeme de coor- 
donn^es curvilignes satisfaisant a la condition demand^e. 

Tout se reduit done a faire voir qu'il y a une infinite de syst^rnes 
de valeurs des Hj satisfaisant aux Equations (40> ^ ^ on coris i~ 
derera les ^^ comme des fonctions donn^es et connues. Or on 
reconnait tres ais^ment que ce syst&me admet des integrates con- 
tenant trois fonctions arbitraires d'une variable. Aureste, on peut 
etablir ce resultat en le ramenant, d'une infinite de mani&res, a 
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la forme e'tudie'e dans ce Chapitre. Car si Ton designe par U, U i? 
U 2 un systeme quelconque de solutions des equations (4o), on 
reconnaitra aise'ment que Ton a le droit, enintroduisant une fonc- 
tion auxiliaire 9, de poser 



(44) , 

el alors la fonction 9 a laquelle se trouve ainsi ramene"e la deter- 
mination des Hz devra satisfaire aux trois equations 



dpidpk UA- dp t dp k U f dp& dp J 

pour lesqueiles les conditions d'integrabilit seront ve*rifiees. 
En resume, on pent e*noncer la proposition suivante : 

Toutes les fois que Von aura des fonctions fa satisfaisant 
aux Equations (i i), V integration des systemes (4o) et (4i), si 
elle est possible, donnera, avec douse fonctions arbitraires 
d'une variable, des systemes de coordonnees curvilignes a 
lignes conjuguees. 

Si trois families de surfaces se coupent suivant des lignes 
conjuguees, il existe d'autres systemes de coordonnees curvi- 
lignes, dependant de trois fonctions arbitraires d'une seule 
variable, correspondant point par point, surface par surface, 
au systeme propose et tels qu'aux points correspondants les 
plans tangents aux surfaces correspondantes soientparalleles. 

1049. On peut signaler encore d'autres propriety's ge"ome- 
triques se rapportant aux systemes a lignes conjuguees. Associons 
au systeme propos6 celui qui est definipar les fonctions x\ 
satisfaisant aux trois Equations 

dx dy dz dfy 

/ ,~ x dx dy ds d 

(46) #1- H y\-^- -H^ 1T - = -r-j 

dpi dpi ^i ^pi 

dx dy dz __ <)6 



ou 9 est une solution quelconque des equations (38). Si 1'on tient 
compte de ces Equations, on verra ais^mentqueTonpeutdeduire, 
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par la differentiation des formules prcdentes, toutesles relations 
comprises dans la formule suivante 

(47) ^^c^^W^Wi^^* ( * V/0 ' 

Ges relations expriment^videmmentqu'aux points correspondams 
des deux systmes les plans tangents aux surfaces coordonn^es 
forment deiix triedres supplementaires. Comme, en faisant varier 
lafonctionS, on obtientune infinite de systemes (x^y^ ^) pour 
lesquels les plans tangents sont toujours parall&les en vertumme 
de la propriety precedente, on voit que, dans chacan de ces nou- 
veaux systemes (# ( , y\, i), les surfaces coordonn^es se coupent 
aussi suivant des lignes conjuguees. 

Chacune des Equations (46) represente le plan tangent a Tune 
des trois surfaces coordonnes, comme on s'en assure ais^menten 
cherchant Penveloppe de ce plan. 

1080. On peut demontrer que les systemes ddfmis par les 
Equations (46) sont les plus gnraux parmi ceux qui corres- 
pondent au systeme propose de la maniere indiqu^e; c'est-a-dire 
de telle manure que toutes les Equations (47) soient v^rifiees. 
En effet, s'il en est ainsi, les plans tangents aux surfaces qui 
cornposent le systeme cherch seront evidemment definis par trois 
Equations telles que les suivantes 



(48) 



Si Ton diffdrentie la premiere Equation par rapport a p n on sera 
conduit, en tenant compte des Equations (38) et (48), a Tidentit^ 

dl i d 




qui, jointe aux identites analogues, nous donne 

^ = ^1, ^X^^vg ^Xi^^ 

<^pi dp 3 dp% "" dp ' c?p 2 "" ^ 
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On peut done prendre pour X, X,, X 2 ies derivees d'une mSme 
fonction 6; et cette fonction devra satisfaire aux equations (38). 
On retrouve done bien Ies formules (46). 

1051. Ces nouveaux sjs limes donnent naissance a une equa- 
tion identique de la forme suivante : 



(4 9 ) dafi o# H- (tyt 07 -f- ds L 8* = A do 8p n- B d ?i 8 Pl -*- G d& 

Le plan defini par Pequation 
(5o) 



oil X, Y, Z d^signent des coordonn^es courantes, donne lieu aux 
propri^tes suivantes. 

Suivant qu'on y fait varier p, etp 2 , oup etp 2 , ou encore p et p,, 
il enveloppe trois surfaces differentes el a, par suite, trois points 
de contact distincts. Pour chacun de ces points de contact, on 
connait deux tangentes conjuguees de la surface correspondante : 
ce sont Ies droites qui le joignent aux deux autres points de con- 
tact. Les trois cot^s du triangle forme par Ies points de contact 
sont dans Ies plans tangents aux trois surfaces coordonnees du 
systeme (#< 3 jn, s\). Si, done, on prendlep6Ie duplan precedent 
relativement a une quadriqne quelconque, on obtient un nouveau 
systeme de coordonnees curvilignes a lignes conjugu6es. 

1052. Ajoutons que Ies systemes a lignes conjuguees permettent 
d'interpreter tres simplement Ies six substitutions denies au 
n 1042. Si Ton considere au point M(#, y,s) la tangente a la 
courbe d'intersection de deux surfaces coordonndes, par exemple 
de celles de parametres p < et p 2 , cette droite engendre trois con- 
gruences differentes suivant que Ton fait varier p< et p 2 , ou p et p 2 , 
ou p^ et p. 

Ces trois congruences ne donnent sur la droite que trois points 
focaux. Par exemple, si 1'on fait varier p et p 2 , c'est-a-dire si la 
droite se deplace en restant tangente a la surface (p<), Ies points 
focaux sont le point M et un autre point M 2 . Si la droite demeure 
tangente a la surface (p 2 ), Ies points focaux sont M et un autre 
point Mi ; mais alors, si le point de contact de la droite decrit la 
surface (p), Ies points focaux sont Mj et M 2 . Les formules par 
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lesquelles on passe de M aux points M i? M 2 correspondent pr<*ci- 
sement a deuxdes substitutions du n 1042. D'ailleurs, la relation 
etablie ainsi entre M et M i} ou entre M et M 2 , fait deriver du 
systeme propose un autre systeme a lignes conjugue'es correspon- 
dant, point par point, surface par surface, au systeme donne". 

1053. On pourrait ici e*tudier, en suivant les me"thodes analy- 
tiques du Livre IV, et plus pariiculierement du Ghapitre VIII, 
les relations que pre"sentent tous les systemes d'equations aux de- 
rivees partielles analogues au systeme (5) et relatifs aux difl^rents 
systemes de coordonn^es curvilignes qui sont raltaches les uns 
aux autres par les propositions ge"ometriques precdentes. 

Nous reserverons cette discussion pour le cas, plus important 
et plus simple, ou les systemes deviennent orthogonaux. 

Ici les deux series de systemes de*rive"s considered aux n os lOi-7, 
1049 se ramenent a une seule et Ton peut evidemment (Snoncer la 
proposition suivante : 

Etant donne un systeme triple orthogonal) pour obtenir tout 
autre systeme triple admettant la meme representation sphe- 
'rique, c'est-a-dire tel que les surfaces coordonnees se corres- 
pondent une & une dans les deux systemes et qu'aux points 
correspondants les plans tangents aux surfaces homologues 
soient parall&les, il faudra former le systeme des trois equa- 
tions liniaires de la forme (38) auxquelles satisfont les coor- 
donn&es x, y, z considerees comme fo notions de p, p< 7 p 2 . Si ft 
designe la solution la plus gtnerale de ce systeme, les equa- 
tions 

dx dy dz d& 



dx dy dz 

2 



definiront le systeme cherche. 

Le systeme primitif correspond au cas ou Ton prend pour fit la 
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solution 



qui, nous Pavons vu (n os 147, 148), veriEe, dans ce cas et dans 
ce cas seulement, les trois Equations (38). 

10S4. On peut encore 6tablir comme il suit la proposition 
cedente. 

Reprenons les quantity deja introduites 



ou u d^signe, conformment a la notation de Lam3, une quel- 
conque des coordonn^es oc, y ? z. Les neuf quantites ainsi definies 
sont ^videmment les cosinus directeurs des normales aux surfaces 
qui composentle syst&me orthogonal; par exemple,X/, Y/, Z/d^- 
finissent la direction de la normale a la surface de parametre p 2 \ 
Par suite, dans le cas special que nous envisageons, il faut intro- 
duire la relation nouvelle 

(53) U 2 -hU?-4-U| = i, 

enlre les trois cosinus, ce qui va nous conduire a de nouvelles re- 
lations diflferentielles, venant s'ajouter aux suivantes 

(54) g = U*(^ (i*k\ 

d6ja etablies plus haul (n 1048). Si Ton difference, en effet, la 
relation (53) en tenant compte de celles que nous venons de rap- 
peler, on sera conduit a une relation du type suivant 

(55) ^^-U^p^-U/p// (i^k^l). 

Ces nouvelles relations donnent naissance elles-mmes a de 
nouvelles conditions d'int^grabilit^ ; et, en 6galant les deux valeurs 
d e r q ue 1'on peut d^duire des formules (54) et (55), on est 
conduit a trois relations dififerentielles 



D. - IV. 19 
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qui viennent s'ajouter aux suivantes 

(5 7 ) ^f = P"P'*> (*V*s*0, 

deja demontres plus haul. 

Gela pos, on peut reprendre la demonstration da n 1048, 
conservant tous les U/, on calcule de nouvelles quantites H/ s; 
faisant aux equations 

(58) ^=11^7, (V*J, 

ypi 

on obliendra de nouveaux systemes triples orthogonaux a- 
meme representation spherique qne le syst&me proposd (*). 

1085. Revenons a notre premiere demonstration. On peu 
deduire tres simplement les formules propres a d^Gnir le nou> 
systme orthogonal. Si Ton introduit, en effet, les notation: 
Lamd d&ja employees (n 672) pour des invariants analogues 
Ton pose 



A0 - . 



^ J . 

" "3p 

les relations entre les neuf cosinns X/ ? Y/, Z/ nous permetten 
r^soudre tres simplement les equations (5i) et nous donnent 

(60) 
(61) 



(*) C'est M. E. Combescure qui, dans un Mdmoire Sur les determinants j 
tionnels et les coordontie'es curvilignes, present^ en 1864 & I'Acad^mie 
Sciences et inse>d en 1867 au tome IV (i pc serie) des Annales de I'ficole 
male superieure, a faitle premier ia remarque que 1'on peut toujours assoc 
un systeme triple orthogonal d'autres systemes ayant, aux points correspond 
leurs plans tangents paralleles. On pourra consulter le VIII de ce Memoi 
aussi une Note de Fauteur, insMe en 1868 au tome LXVII, p. not, des Com 
rendus. 
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D'autre part, les relations evidentes 



nous conduisent a la suivante 



En tenant compte de Tune des equations (01), on obtient la 
formule 

dAQ 

(63 s ) - i "^ 

1 ; dp/ 2 dp z - c?il 

dp/ 
Si done on pose 

(64 ) dx\ -4- dy\ + ^f = H' ^2 + H^ rf ? j + H',* d?\ , 

on aura 

dAQ 

(65) H^H,-; 



de sorte que le second systeme sera aussi completeraent connu 
que le premier. 

1056. Pour indiquer au moins une appli cation , supposons le 
systeme primitif determine par les formules 



x __ 21 

P " pi 



qui deTmissent une inversion. Les trois families de surfaces coor- 
donn^es sont formees de spheres qui passent par Porigine etsont 
tangentes a 1'un des plans coordonn^s. 
Le systeme (38) prend ici la forme 
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Son integrate ge'ne'rale est evidente; eile esL de'termine'e 
liquation 



ou R/ depend de la seule variable p/. Les formules (60) no 
donnent alors 



R - pR'-t- RI- pi R; + Rat p,R; 

= a ?> p-H- = ' 

R - p R r +Ri 



(66) 



On aura de me*me 

/A x w R-pR' 

(67) H, = 2 

Les surfaces coordonne"es du nouveau systcme ont toutes leu 
lignes de cotirbure planes. Elles appartiennent a la classe defir 
paries equations (12) du n 104. 

1057. Revenons au cas ge'ne'ral. Nous avons deja remarque' qi 
les equations (38) auxqnelles doit satisfaire la fonction Q doive 
admettre la solution particuliere ^ 2 -f-jK-+ G 2 . D'apres cela, 
suffit de r^p^ter le raisonnement fait au n 146 pour reconnait 
que, si Ton effectue la substitution 



les trois nouvelles equations en QI seront celles auxquelles sati 
feront les coordonne*es od , y 1 ', z 1 relatives au systeme orthogor 
qui se deduit du premier par une inversion dont le p61e t 
1'origine des coordonnees. En rapprochant ce rdsultat de tout 
qui precede, on peut conclure la proposition suivante : 

Lorsqu'on salt determiner tous les syst&mes triples adme 
tant la m$me representation sph&rique qu'un systeme orth 
gonal donne, on sait resoudre le meme probl&me pour to 
les syst&mes orthogonaux qui en derivent par inversion; 
cela sans aucune integration. 
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Plus exactement, dt, chaque solution du premier probleme 
correspond une solution du second et vice versa. 

Ce rEsultat, quipeut tre considere comme la generalisation des 
propositions que nous avons donnEes dans les Ghapitres precE- 
dents, relativement a la representation sphErique des surfaces, va 
nous permettre d'Etendre beaucoup les applications de la me- 
thode. 

ConsidErons, en effet, un systeme orthogonal (S), dEfini par les 
fonctions #, y^ z, et supposons qu'on sache intEgrer les Equa- 
tions (38) relatives a ce systeme. Si Q< dEsigne une solution quel- 
conque de ce systeme, les formules 



dx 



definiront des fonctions x^ y^ z { qui feront connaitre un nou- 
veau systeme orthogonal (S<) derive du premier. Or, il est evident 
g^ome'triquement que les systmes orthogonaux ayant mme re- 
presentation spherique que (Si) ont aussi meme representation 
spherique que (S). Done, on saura re*soudre les Equations (38) 
relatives au systeme (S<) comme on sait les rEsoudre pour le 
systeme (S). C'est d'ailleurs ce que confirme la remarque analy- 
tique suivante. 
D'apres les formules (60) et (63) on a, par exemple, 



2 a#i = 



et les formules analogues pour y { et pour z { . Or x, y, s sont des 
solutions particulieres du syst&me (38) relatif a (S); et x { , y { , z* 
sont des solutions du systeme analogue relatif a (S<). On est done 
conduit a conclure que si Q est une solution quelconque des Equa- 
tions relatives au systeme (S), il existera une fonction Q' dEfinie 
par la formule 

(6 9 ) 20': 



/<?AQi 
SSI 1 
' dp; 
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et, de plus, cette fonction Q' sera la solution la plus gdn feral 
systeme (38) relatif a ( Si ). Aucun calcul n'est necessaire pou 
rifiercelte conclusion. II suffil, en effcl, de remarquer qu< 
conditions d'integrabilite de Q', les equations du second c 
auxquelles elle doit salisfaire, (Slant verifies quand on rempls 
par X) y ou z, doivent F6lre identiquement, sous la seule r6s 
que & satisfasse aux memes equations (38) que ces solutions 
ticulires #, y, s. 

Ces points 6tant admis, on reconnait immediatement la p< 
bilit<, des qu'on sait integrer le systeme (38) relatif a un sysi 
orthogonal (S), d'obtenir une suite illimiteede systemes tn 
orthogonaux contenant un nombre de plus en plus gran* 
fonctions arbitrages. II suffira de passer de (S) a un systeme 
admettant la ni^me representation spherique, puis de prei 
Tinverse (S' t ) de (S 4 ) et de recommencer sur (S() les m^ 
operations que sur (S). Ges operations introduirontseulement 
quadratures analogues a celle qui est d(5fmie par la formulc ( 
quadratures qui s'effcctuent d'aillcurs completement quan< 
systeme initial est completement integrable. 

10S8. Pour compiler et faciliter les applications de la 
thode, nous indiquerons comment on passe d'un systeme on 
gonal(S) a un systeme inverse (S') par rapport a Torigine 
coordonn^es. 

Soit, pour abr^ger, 

(70) cr = # 2 H-/ 2 -f- z~. 

Si est une solution du systime (38) relatif a (S), - sera la 

lution correspondanle du meme systeme rclalif a (S ; ). D'a 
part, si 1'on d^signe par A' le A relatif a (S') on a, comme on i 
en prenant le module de Tinversion <Sgal i l'unit<S, 



Done les formules qui d^finissent les fonctions x\ , y\ , z\ r 
tives au systeme (S'J deriv^ de (S') par Tcmploi de la solutioj 
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formules qui se deduisent des Equations (60), seront 

[ x , = ff2ii /# } Q\ 

' ' ^ U 3 */ 



205 






En appliquanl les regies donndes au n 679 relativement au 
symbole operatoire A et tenant compte des formules donn6esplus 
haul, on trouvera 



T (Q. 



#<? JK<? -^ etant les coordonnees ddfinies par les formules (60) et 
relatives au systeme (S<) derive de (S) par Temploi de la solu- 
tion Q. 

1089. Supposons, par exemple, que le systeme (S) soit celui 
qui correspond aux coordonn^es polaires ayant pour origine le 
point (A, k, 1) et qui est defini par les formules 

/ x = A -h p sin pi cosp 2 , 
' y s= /c -i- p sin pi sinp 2 , 



( 



5 = /H-pCOSpi. 



Les Equations en x, y, z admettront la solution generate 
( 7 4) Q = R -H Rip H- R 2 p sinpi, 

ou R/ depend de la seule variable p/; etles formules (6o) } (72) fe- 
ront alors connaitre, avec les trois fonctions arbitrages R, R o R 2 , 
nn systeme orthogonal admettant meme representation spherique 
que le systeme inverse de (S), c'est-a-dire compose de trois 
families de surfaces a lignes de courbure planes dans les deux 
systemes. Elles appartiennent cette fois a la classe de celles qui 
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sont les plus ge'nerales et qui ont e*te* determinees par les Equa- 
tions (u) du n 104. 

On pourra poursuivre 1 'application de lame'thode et introduce 
autant de fonctions arbitraires qu'on le voudra, sans aucuu signe 
d'integration. 

1060. Pour obtenir des applications tres generales, nous choi- 
sirons la se>ie admettant comme systeme initial (S) celui qui a 
etc* deja determine plus haut (n 971) et pour lequel les lignes 
d'intersection des surfaces de parametres p et p< ? par exemple, 
sont des courbes planes (K). On peut d'ailleurs le retrouver, 
comme nous Favons indique' (note da n 972), par la methode 
suivante : 

Si nous construisons les cercles osculateurs (C) aux differentes 
lignes (K), au point ou elles sont coupees par une surface de"ter- 
mme*e de parametre p 2 , tous les cercles (C) forment un systeme cy- 
clique, d'apres la proposition de Ribaucour (n 972). Nous avons 
done deux systemes orthogonaux : (S) et le systeme cyclique. 
Fajsons correspondre a chaque courbe (K) le cercle (G) de son 
plan; il est clair que les surfaces de parametres p et pj se corres- 
pondront dans les deux systemes. Mais si, de plus, on associe a 
chaque point M de (K) le point M< de (C) ou la tangente est pa- 
rallele ^ celle de (K), les surfaces de parametres p et p i se corres- 
pondront par plans tangents paralleles dans les deux systemes 
orthogonaux; et ? comme ce sont leurs lignes de courbure qui 
forment le systeme conjugue* commun, on voit que les surfaces de 
parametre p 2 se correspondront aussi dans les deux systemes 
orthogonaux : par suite, ces deux systemes auront la meme re- 
presentation spherique dans le sens precis de*fini pins haut. On 
obtiendra done les systemes (S) en cherchant tous ceux qui 
admettent m6me representation spherique que le systeme cy- 
clique le plus ge'ne'ral. 

Or nous avons donne* au LivrelV, Ch. XV, toutes les formules 
ne*cessaires, relatives au systeme cyclique (C ) forme de cercles 
normaux a une surface quelconque (A). Conservons toutes les 
notations adoptees : #, y, z d(signant les coordonne"es d'un point 
de la surface (A) (n 481); c, c ; , d 1 les cosinus directeurs de la 
normale a la surface en ce point; X, Y, Z les coordonndes du 
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point du cercle (C) dans le systeme cyclique; 1 et JJL deux fonc- 
tions de p et p 4 vdrifiant le systeme (54) [II, p. 33g], on aura, 
d'apres les Equations (66) [II, p. 342] 







1 s-is[*-"4~ 

J L d^~ 



de sorte que, pour former les Equations aux drives partielles de 
la forme (38) dont X, Y, Z sont des solutions particulieres, il 
suffira d'employer ces deux formules et d'en eliminer x et c, en 
tenant compte uniquement de ce fait que x et c sont des solutions 
particulieres du systeme (54) [II, p. 33g], solutions qui ne d6- 
pendent pas de p a . On deduit de la qu'il est inutile de former ces 
equations aux derivees partielles et que Ton aura immediatement 
leur intgrale g^n^rale en cherchant la fonction Q qui satisfait 
aux deux Equations du premier ordre 



(76) 
w ' 



r ^1 r ^i 

<te i d0 , d? \ dQ i (W d ?i \ 

T-~ == TT T~ I & AO-HA r l |> -r = I Q AO-T-A r | 7 

<?p dp I ^t J dpi 6 <?P! jjj 

L <>p J L d Pl J 



ou X , [JL O sont les fonctions les plus g^n^rales de p et de pi satis- 
faisant aux Equations (54), que nous reproduisons ici, 



n -u R - A 

= 0, -T -- h AI -T = 0. 



Par exemple, en adoptant les solutions suivantes 



on trouverait que Ton petit prendre pour Q la valeur 



Nous ferons usage de cette remarque. 

L'integration des deux Equations simultanees (76) se fait a vue; 
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elle nous donne 




**' 

do. 



*+^( >-*!> 

dpi , 



Apres quelques transformations simples et en tenant compte de 
la formule (65) [II, p. 34a], on peut ecrire 



en posant, pour abr^ger, 
( 79 ) 4K 



dK dK 

|r 7?* -Hag*'. 

dp dpi 



Les formules qxii determinent alors le systeme cherch6 sont les 
suivantes 



(80) 




Ce systeme (S< ), defini par les fonctions #, , y { , 5 4 , est le plus 
gtedral de ceux qui correspondent par plans tangents parallles 
au systeme cyclique donn^ (C ). Mais ? si Ton veut se borner a 
obtenir le syst&me le plus general a lignes de courbure planes 
dans un syst&me, il rdsulte du raisonnement qui a ^t6 notre point 
de depart qu'au lieu de garder le systeme (S<), on peut se conr 
tenter de determiner le systeme parliculier (S ) pour lequel les 
lignes de courbure planes (K) sont dans les plans des cercles (C) 
correspondants. 

Or on obtient ici le plan de chaque ligne (K) en retranchant 
membre amembre les deux premieres Equations (80); car cette 
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operation elimine p 2 . On trouve ainsi 1'equation 



dc dc_\ c^o djx 



_ 
^ pl 1- JL.- JgL 



- .- 
^ c^ I dp ^ > 




et il n'y a plus qu'a exprimer que cette Equation defmit le plan 
du cercle (G), c'esl-a-dire qu'elle est v^rijSee quand on y rem- 
place x\,y\, z\ par x, y^ z. On trouve ainsi la condition 



qui nous donnerait, d'une mani&re g^nerale, 



C el Cj d^signant deux constantes quelconques. En se repor- 
tant, par example, aVexpression deQqui precede la formule (78), 
on reconnaitra qu'on peut reduire ces constantes a zero sans di- 
minuer la g^neralit^, et prendre simplement 

(81) (JL == rt^ 



Dans ce cas, Fint^grale qui figure dans Fexpression de Q dispa- 
ratt et Fon peut prendre 



(82) 



Les formules (80) nous donnent done, pour le syst&me (S ( ), les 
Equations suivantes : 
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ou tout est connu et ou Ton a remplace", pour plus de nettele" dans 
la suite du raisonnement, x\, y\, z\ par# , y , Z Q . 

On aurait pu aussi garder les formules ge*nerales (80), en sup. 
posant que la surface (A) se reduise a une sphere. 

1061 . Si Ton veut appliquer la me" thode de recurrence indiquee 
plus haut au systeme (S ) que nous venons de determiner, il 
faudra prendre d'abord Finverse de ce systeme, ce qui donnera 
un systeme (S' ) pour lequel les lignes d'intersection des surfaces 
de parametres p, p< seront spheriques: mais les spheres contenam 
ces lignes passeront par un point fixe. On determinera ensuite 
tous les systemes ayant me*me representation spherique que (S' ). 
Nous aliens etablir d'abord que, parmi ces nouveaux systemes, se 
trouvent tous ceux pour lesquels les surfaces appartenant a deux 
families de'terminees se coupent suivant des courbes spheriques. 
En d'aulres termes, sur les trois families de courbes d'intersec- 
tion du systeme orthogonal, une seule sera assujettie a ^Ire sphe- 
rique. 

Pour etablir ce resultat, nous remarquerons qu'on exprime la 
proprie'te' cherch6e en ecrivant que les coordonne'es x, y^ 5 du 
sysleme orthogonal verifient une Equation de la forme suivante : 

(84) 

ou a, p, y, r sont des fonctions des seules variables p et p,. Pour 
abre*ger, nous ecrirons aussi, sans les d<^duire de la pre'cedente, 
les Equations 



(85) 



(# a)X =P, 



ou u et v sont encore des fonctions de p et de p< assujetties a ve- 
rifier la relation 

(86) M -4- *=/; 

la premiere est ^vidente, les deux autres expriment que les sur- 
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faces de parametres p 4 et p coupent la sphere contenant la ligne 

de courbure commune sous des angles dont les cosinus - et - ne 

r r 
dependent pas de p 2 . 

Diflerentions la seconde formule (85) par rapport a o. On 
trouve, en tenant compte des formules (54), la relation 

SY dot Q du 

dp dp 

a laquelle on pent joindre la suivante 

S v da dv 

X- h B 01 w = , 
0pi 0pj 

obtenue en echangeant les indices o et i. Si Ton pose 

^ u __ dv __ 

^ 7/ dp " ' dpi " ; 

dot d 3 dy 

(88) ^=A ^=B i = Cu 

dpi dpi dpi ' 

ces deux relations deviendront 

(89) [^ AXi = pio si, j^AiX = p i s- 

En differentiant les deux membres par rapport a o 2 etrempla- 
cant toujours les deriv^es de X, X < par leurs valeurs, on en de- 
duit les deux suivantes 

SO v 
AX a = p so , ^ A 1 X 2 = p 21 . 

Continuons encore et diffe'rentions la premiere de ces relations 
par rapport a p { . II viendra 



on, en remplagant AX, par sa valeur (89), 
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Si les coefficients de X 2 , Y 2 , Z 2 n'etaient pas 6gaux dans 
deux inembres, Fequation prece*dente exprimerait que, f 
chaqne ligne de courbure spherique, la tangente est paralle 
un plan determine'; c'est-a-dire que cette ligne se reduit a 
cercle. C'est une hypothese que nous pouvons ecarter, et il 
par suite, permis d'e*crire les trois relations 



(90 ^ l " 

auxquelles on devra joindre les suivantes 

dB, 

A, r = SJD, 



que Ton en deduit en permutant p et p d . 

Pour obtenir toutes les relations qui nous seront ne'cessai 
nous n'avons plus qu'a ajouter les deux equations (89), apres a- 
difference la premiere par rapport a p, et la seconde par rapj 
a. p, ce qui, en tenant compte de la formule (56) et des relati 
(91), (92), nous donnera 



on encore 



(93) Ax---. 

1062. Toutes les relations (89) a (98) auxquelles nous av 
ete conduits se rapportent a la representation spherique des s 
tmes orthogonaux cherches. En Jes combinant et les differ 
tiant, on en de'duirait d'autres ; on pourrait meme snpposer qu'e 
conduisent a de nouvelles relations entre les A et les e. Leur 
tegration est loin de paraitre facile; mais il est inutile de Pent 
prendre. II nous suffit de savoir qu'il existe des systemes 
thogonaux a lignes de courbure sphe"riques dans un systeme 
que nous avons entierement elimine des relations finales les fo 
tions a, [3, y, w, v, de sorte que, lorsqu'on aura un systeme de 
leurs pour les huit fonctions de p et de p i? A, A i} ..., e, s i7 tou 
les fonctions a, p, y, u et 9 qui satisferont aux Equations (87), (I 
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conviendront a des systemes orthogonaux admettant uae famille 
de lignes de courbure spheriques. Gomme les conditions d'inte'- 
grabilite sont remplies pour les equations (88) en vertu des 
relations (87) et (91), on voit que les fonctions u et 9 se deter- 
mineront par rinte*gration des deux equations (87); puis les eoor- 
donne"es a, (i, y du centre de la sphere contenant la ligne de cour- 
bure spherique seront donne*es paries quadratures suivantes 



= / A v dp -h A! 
= f 

= / G v dp 



(94) 



Ainsi : 

Toutes les fois qu'il existe un systeme orthogonal a lignes 
de courbure spheriques. dans unsystdme, il y a une infinite de 
systemes analogues dependant de deux fonctions arbitraires 
d'une variable et admettant la meme representation sphe- 
rique que le systeme propose. 

1063. Nous allonscompletercette proposition en montrant que, 
parmi ces systemes associes au premier, il en existe pour lesquels 
les spheres qui contiennent les lignes de courbure passent par un 
point fixe et qui, par suite, peuvent 6tre considered comme les 
inverses de ceux que nous avons determines plus haut(n971). 

Pour cela, il faut montrer que Ton peut satisfaire a la fois aux 
equations (87), (g4) et a la relation 



( 9 5) 

par laquelle on exprime que la sphere contenant la ligne de cour- 
bure passe par Torigine des coordonne'es. 

Si Ton difference liquation pr^c^dente par rapport a p et a p, , 
on obtient les deux relations 



(96) 



= A* 
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Mais si Ton diflfeentie la premiere de ces equations par rap- 
port a p n ou la seconde par rapport a p, on n'obtient pas d'equa- 
tion nouvelle, en vertu de la formula (g3). Gela suffit a montrer 
qu'il y aura des solutions communes aux Equations (87), (g5) et 
(96). Au reste, voici comment on pourra les obtenir. La differen- 
tiation des Equations (96) donnera les deux Equations 






En eliminant a, [3, y entre les cinq equations (g5), (96), (97), 
on aura deux Equations du second ordre en u et p, qui, jointes 
aux prec^dentes (87), formeront un systeme complet. 

1064. II est ainsi etabli que tout systeme orthogonal a lignes 
de courbure spheriques a m6me representation sph^rique qu'un 
systeme analogue, pour lequel les spheres contenant les lignes de 
courbure passent par un point fixe, et qu'il pourra, par suite, tre 
obtenu par Implication de notre methode gen^rale de derivation 
aux syst^mes orthogonaux, d^ terminus plus haut, pour lesquels 
les lignes de courbure sont planes dans un systeme. Nous termi- 
nerons ce Chapitre en developpant cette application. Et, a cet 
effet, nous nous appuierons sur la remarque suivante : 

Soit (S' 4 ) le systeme cherch, d^fmi par les fonctions x\> y\, s\ 
de p, p p 2 ; soit (S ; ) Pun quelconque de ceux qui admettent 
meme representation spherique, d^fini de m&me par les expressions 
des coordonn<es a?' , y'^ JS' Q . (S\) sera d^termind par les trois 
Equations 



<-' 



ou Q' est une solution convenablement choisie des trois Equations 
auxquelles satisfont a'^y'^ 5 f . Comme on a, par hypothec, 



(99) (^i 

a ? P> Y> ^ ^tant des fonctions qui ne dependent pas de p a , la diffiS- 
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'entiation par rapport a p 2 nous donnera 

Sf r d%\ 

1 ^p2 ~~ ' 

HI, ce qui est la mme chose, 



Liquation (98), ecrite pour i = p 2 , prendra done la forme sui- 



1'ou Ton deduit, en integrant, 

5 ne dependant pas non plus de p 2 . R^ciproquement, la condition 
sr^cedente, qui est necessaire, est aussi suffisante, comme on le 
^econnait facilement en reprenant en sens inverse la suite du rai- 
sonnement. 

1065. Ce point tant d^montr^, choisissons pour le systeme 
^S ; ) Finverse de celui que nous avous d^sign6 par (S ) et qui est 
lefini par les formules (82), (83). En posant alors 



)n aura 



On'pourra prendre pour Q 7 le quotient 



a,*, 



y etant la solution par laquelle on passe de (S ) au systeme de 
nme representation spherique (S { ) d&Sni par les formules (78) 
;t (80); de sorte que Ton aura (n 1057) 



D. IV. 



/<?AQ 
'V d ?t *& j 
2-jfer3S*" 
1 % 



3o6 LIVRE VIII. ~ CHAPITRE XII. 

Q tant la fonction definie par la formule (78) et le symbole A se 
rapportant au systme cyclique (C ) (n 1060) d'ou sont d&luitsa 
la fois (S ) et (S 4 ). Liquation (100) qu'il s'agit de verifier prend 
done la forme 

(io4) Q* = a#o-+- PjKo-H Y*o-H fro- 

En la diflferentiant par rapport a p 2 et utilisant les Equations 
telles que les suivantes 



dmontres plus haul d'une maniere g^n^rale, on trouve, apres la 
suppression du facteur -r-^ la condition 



Reciproquement, si cette Equation est verifiee, on en d^duira, 
en remontant la suite du raisonnement, 1'^quation un peu plus g^- 
n6rale que la pr&^dente (io4) 



oiivi ne depend pas de p 2 . Mais, comme le systeme (S ) a ses 
lignes de courbure planes, il y aura entre ^ ? JKo? ^o une relation 
lin^aire ne dependant pas de p 2 , qni permettra loujours de ra- 
mener la relation precddente ^ la forme (io4); de sorte qne Ton 
peut regarder les equations (io4) et (io5) comme absolumenl 
equivalentes. 

Or Fequation (io5) peut evidemment etre remplac^e par la 
suivante 

(106) Q = aX -H p Y -H yZ -h 2^0 H- o, 

S ^tant ind^pendant de p 2 comme a, p, y, .... 

D'autre part, si 1'on remplace Q, Q , par leurs valeurs, donn^es 
plushaut (n1060), et X, Y, Z par leurs valeurs donn^es au 
n 482, la relation a verifier, divisde par 6, se ramene & la forme 
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suivante 

(107) /(ps)-aS/ (p,) = Mpi+Np,4-P, 

ou M, N, P ne dependent pas de p a . 

Pour que cette equation ait lieu identiquement, il faudra, 
comme on le reconnait par la differentiation, que se reduise a 
une constante. Les formules (io3) et(io4) montrent me*me que 
cette constante disparaitra dans les derivees de Q', qui inter- 
viennent seules pour la definition du sjsteme cherche. On peut 
done supposer 

? = o; 

et il faudra alors que la fonction /(PJ) se re*duise a un poly- 
nome du second degr^ en p 2 . En ^galant ensuite zero les coef- 
ficients des puissances de p 2 , on trouvera trois Equations quieta- 
bliront les relations n^cessaires entre les fonctions arbitrages a, 

P, T> 1- 

Comme il fallait s'y attendre, la solution prec^dente exige Tin- 

tegration des deux equations aux derivees partielles (77), inte- 
gration qui etait deja requise pour la determination des syslemes 
a lignes de courbure planes et qui equivaut a la determination 
des surfaces admettant m^me representation sph^rique que la 
surface (A.). 
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CHAPITRE XIII. 

NOUVELLES CLASSES DE SURFACES APPLICABLES. 

Ce Ghapitre est consacre a 1'exposition dcs rc*sultats nouveaux que Ton doit a 
M. WeingarLen dans la recherche des surfaces applicables sur une surface 
donne'e. La methode de M. Weingarten exige que Ton connaisse de"ja au 
moins une surface reelle ou imaginaire adtnettant 1'ele'ment line'aire donne". 
Elle fait de*pendre la determination de toutes les surfaces () admettant cet 
element line'aire de celle d'autres surfaces (S), satisfaisant a une certaine Equa- 
tion aux de*rivees partielles, qui etablit une relation entre les rayons de cour- 
bure principaux, les distances d'un point fixe au plan tangent et au point de 
contact. Gas particulier ou les caracte*ristiqucs de cette equation aux de*- 
rivees partielles sont les lignes de longueur nulle de la representation sphe"rique 
d e (s). _ L'e*lement lineaire est alors deTmi par la formule simple 



et 1'equation a inte*grer prend la forme simple 

d*v _ y ( v ) 

"" 



Indication des diffe"rentes formes de t|/(o) pour lesquellcs Tintegration est 
possible. Demonstration de difterents resultats dus a MM. Wcingarten, Ba- 
roni, Goursat. Les cas les plus interessants font connaitre toutes les surfaces 
applicables sur le paraboloide du second degre" dont une gene*ratrice rectiligne 
est tangenteau cercle de 1'infini. Reduction de I'e'le'ment lin^aire de ces sur- 
faces a la forme de Liouville qui permet Tintegration des lignes gcod^siques. 



1066. Nous pouvons maintenant rattacher aux propositions 
des Chapitres precedents une methode singuliere par laquelle 
M. Weingarten a obtenu de nouveaux succes dans la recherche 
des surfaces applicables sur une surface donne"e (*). L'eminent 



( l ) J. WEINGARTEN, Sur la theorie des surfaces applicables sur une surface 
donne'e. Extrait d 'une lettre d M. Darboux ( Comptes rendus, t. GXII, p. 607 
et 706; mars 1891). 

On pourra consulter aussi une Note de M. GOURSAT, inse're'e au mme Recueil, 
p. 707, et un Me"moire plus e*tendu du m^me auteur Sur un theoreme de 
M. Weingarten et sur la theorie de surfaces applicables f public* en 1891, au 
tome V des Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse. 
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ge"ometre ne nous a pas fait connaitre quels sont les principes 
qui lui ont servi de guide. Nous espe"rons que Pexposition sui- 
vanLe expliquera dans une certaine mesure pourqnoi, applique*e 
a certains cas speciaux, elle devait reussir. 

Nous avons vu que les caracte"ristiques de 1'equation aux de- 
rivees partielles des surfaces applicables sur une surface donnee 
sont les lignes asymptoliques de ces surfaces. Par suite, toutesles 
fois qu'il sera possible, sinon de determiner ces lignes asympio- 
tiques, tout au moins d'en indiquer certaines proprie"tes particu- 
lieres, le probleme pourra tre formuU d'une maniere nouvelle et 
conduire ainsi a quelque re*sultat nouveau. La consideration du 
systeme conjugal commun a deux surfaces applicables Tune sur 
1'aulre va nous permettre d'appliquer cette remarque generale. 

Nous commencerons par supposer que nous ayons une solution 
parliculiere du probleme, c'est-a-dire que nous connaissions une 
surface admettant un element lme*aire donne. Si x^ y { , z { sont 
les coordonnees d'un point de cette surface (0,), Pelement li- 
neaire sera determine par 1'equation 

(i) d$* = dx\ H- dy\ + ds\. 

Posons 



w pourra 6tre consid'^r^e comme une fonction de u el de P, dont 
nous e*crirons la diffe"rentielle sous la forme classique 

(3 ) dw = p du + q dv ; 

et l^l^ment line*aire consid^ prendra la forme 

(4) ck a = du?+- zdvdw = dut->ripdiidv->riqdv' i , 

qui est pr^cis^ment celle qui sert de point de depart a M, Wein- 
garten. 

La maniere m^me dont nous y sommes conduits montre qu on 
pourra la reproduire, une fois obtenue, avec six constantes arbi- 
traires, en effectuant sur x^ y<> z { une substitution line"aire or- 
thogonale quelconque. II est vrai que la relation entre u, v : w 
contient des imaginaires lorsque la surface (6 4 ) est reelle; mais 
ici encore, on pourra utiliser ces solutions signalers au n 704, 
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et pour lesquelles deux des coordonnees x^y { , z { sont des fonc- 
lions rdelles, la troisime etant une imaginaire pure. Si c'ests,, 
par exemple, qui est purement imaginaire, on reconnait immedia- 
tement sur les formules (2) que w sera une fonction reelle des 
variables r^elles u et 9. Les substitutions orthogonales auxquelles 
on a le droit de soumettre # f , y\, ^\ pourront alors revetir une 
forme reelle quand on y remplacera ces coordonnees par leurs 
expressions en u, v, w. 

1067. Soient maintenant #, y, z les coordonnees rectangulaires 
d'un point de la surface () qu'il s'agit d'obtenir et qui est appli- 
cable sur la surface (<). Si Ton fait rouler la surface (9 f ) sur la 
surface (0), une droite isotrope invariablement lide a (^ cou- 
pera le plan de contact de (9) et de (<) suivant un point dont le 
lieu gomtrique sera une de ces surfaces (S') pour lesquelles les 
lignes de courbure correspondent au systeme conjugu^ commun 
& () et a (9|). Prenons la droite isotrope particuliere (d) qui, 
rapport^e aux axes invariablement 3i<$s a (@ 1 ), est represent^ par 
les Equations 

(5) #! = (), fi+iSiSsO, 

c'est-a-dire par les suivantes 

(6) u o, f = o; 

et proposons-nous de determiner les coordonnees X x , Y ; ? TJ du 
point ou elle coupe le plan de contact de () et de (<) Pour 
cela nous appliquerons la m^thode donn<5e au n 968; les coor- 
donn^es cherch^es sont dvidemment de la forme suivante : 



du 
(7) 



A et B etant des coefficients ind^pendants du choix des axes. Par 
consequent, les surfaces (}, (<) etant applicables Pune sur 
1'autre, on pourra appliquer ces formules aux axes Q\x\, 
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auxquels estrapportee la surface (0,), sans changer 
la valeur de A et de B. On aura done 



(8) 



Les Equations de la droite isotrope (d) nous donnent 



et Ton a d'ailleurs, en vertu de la definition de u et de 9, 






il viendra done 



de sorte que les coordonn^es du point de (S') seront d^terminees 
par les formules 

., dx dx 

" "" du dp ' 

r, __ dy dy 



(9) 



. dz dz 

'= Z M-r P-r- 

dw dp 



II est trfes ais6 de determiner les cosinus directeurs C, C', G f 
de la normale a (S 7 ). Si Ton diflferentie^n eflfet, les formules pre- 
c^dentes, on trouve 



(10) 
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Comme on doit avoir 

dx*->r dy^^r dz* = du* -f- ip du dv -f- 2 q < 

il viendra 

/dx\* fdy\* fds\* 
U) +() +(du) =1 ' 
^ c)a? d>7 dy dz dz ___ 



?w dv du 



r- 

du dv 



etl'on d^duira de lit, eu <$gard a liquation (3), les deux relations 
identiques 

dx ,dx n dx ,dx 



qui, rapprochees des formnles (10), nous permeltenl de prendre 
pour les cosinus directeurs de la normale a la surface (S 7 ) les va- 
leurs suivantes : 



! = ^ , G 7 





du 



Ces valeurs de C, C 7 , C /; subsisteraient sans modification si Ton 
substituait a la surface (S 7 ) la surface plus generate (I> r/ )> d^finie 
par les formules 



04) 



.dx 



.dx 



-. 



-, 



ou w , ^ d^signent deux constantes quelconques. Au reste, la sur- 
face (S v ) estde m^me definition que (S 7 ); elle est d^crite par le 
point ou la droite isotrope (d f/ ) parall^le a (d) et d^finie par les 
Equations 



coupe le plan de contact de (0) et de (6 4 ). Tous ces resultats 
sont en parfait accord avec ceux qui ont 6t6 d^montr^s au Cha- 
pitre VI de ce Livre. Toutes les surfaces (S 7/ ) ont, aux points cor- 
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respondants, leurs plans tangents parallSles; car, pour chacune 
d'elles, ce plan tangent est le plan projetant la droite isotrope 
correspondante. Eiles ont de plus mme representation spherique 
de leurs lignes de courbure (n 947); et ces lignes de courbure 
correspondent aux courbes du systme conjugue commun a (&) 
eta(0- 

Introduisons ici la definition suivante : etant donnees plusieurs 
surfaces qui se correspondent point par point, designons sous le 
nom de resultante de ces surfaces celle qu'on obtient en ajoutant 
geometriquement les rayons vecteurs qui joignent un point fixe 
de 1'espace aux points correspondants des surfaces donnees. II 
est clair que la surface (S") la plus generate sera la resultante de 
la surface (S') et de deux autres surfaces homothetiques aux sui- 
vantes (S ) et (S), qui sont respectivement denies par les equa- 



tions 



et 

f R\ \ r - dx Y~ *? 7 dz 

(10) A = \-> I = -77 ^ = - . 

v ; dv dv dv 

Toutes ces surfaces se correspondent par plans tangents pa- 
ralleles; la surface (S ) est une sphere; quanta la surface (S), elle 
a mme representation spherique de ses lignoe de courbure que 
les diffrentes surfaces (S v ); et, par consequent, ses lignes de 
courbure correspondent au systeme conjugu^ qui est commun 

a(0)eta(@0- 

On peut encore rattacher d'une autre maniere la surface (S) aux 

surfaces (S"). Si Ton suppose que, dans les formules (i4), ^o 
grandisse indeSfiniment, la droite isotrope correspondante (d n ] 
s'eloigne ind(5finimcnt dans le plan 



rattache a la surface mobile. La surface (S") s'eloigne aussiinde- 
finiment; mais la surface homo the tique decrite par le point dont 
les coordonnees sont 

xr// -yir nit 

9 ) 

VQ ^o ^o 
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demeure a distance finie et se reduit a la surface (S) ddfinie plus 
haut. 

1068. Cette surface (S) est pr<cisement celle qui sert de base 
aux recherches de M. Weingarten. L'eminent gomtre 1'intro- 
duit directement paries formules (16); et Tidentit^ (12), deja de- 
montr^e, 

dx 

die " <Jv 



Sdx 
di l 



montre alors que les cosinus directeurs de la normale a la surface 
sont bien les quantit^s C 3 C', G r ddfinies par les formules (i3). 
Nous allons chercher directement les Jjgnes de courbure et les 
rayons de courbure principaux de la surface (S). Mais auparavant 
nous remarquerons que, lorsque (S) sera connue, la surface (0) 
sera d^finie par les formules suivantes : 

07= C 



(17) 

c'du + 

et nous signalerons les identit^s 

(T8) 

Y2 



d'ou il r^sulte que p sera la distance de Vorigine auplan tan- 
gent de (S) et zq le carre de la distance de la mme ongine 
au point de contact de ce plan tangent. 

1069. Cela pose, cherchons les lignes de courbure et les 
rayons de courbure principaux de la surface (S). 
Les Equations d'Olinde Rodrigues 



nous donnent ici la suivanle 
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etles denx Equations analogues en yel z. Or, si Ton conserve les 
notations du Livre VII, Chapitre III, le systeme (36) [III, p. 201] 



devient ici 



(20) 



D 



dx 



dx 



_ _ dx dx 

dudv "" H " H H 9 - ^ 



D" 



t dx dx 



dv* 



D, D', D" <tanl les determinants ddj d^finis et r, s, t les derivees 
secondes de w, considre"e comme fonction de &, 9. Si, dans 
liquation (19), on remplace les derivees secondes de x par leurs 
valeurs (20) et si Ton ^gale a z6ro le coefficient de c ainsi que celui 






(J e _ p^r- > on trouvera les deux Equations 

dv r du n 

D' du H- D ;/ dv -t- p(D rfw + D' fr) = o, 
s du "+- t dv -+- p ( r du H- s dv ) = o, 

qui determineront a la fois p et -- L'equation differentielle 

(21) (D ; ^M -h D' ; c?p ) (r C?M H- ^ dv) (D <^w H- D' do)($ du -*rtdv)= o, 

qui r^sulte de P Elimination de p, de'finira les lignes de courbure 
et liquation 



(22) 



I - p p2 

r s t 
D D' D" 



fera connaitre les rayons de courbure principaux. 

Le premier membre de liquation (21) est videmment la forme 
qnadratique harmonique aux deux suivantes : 



D du* -t-< 



isdudv 



qui, 6gal^es a zro, determinent respectivement les lignes asym- 
ptotiques des deux surfaces (0) et (e,). On v^rifie ainsi que les 
lignes de courbure de (S) correspondent bien au systeme con- 
commun a (0) et a (&<). Quant a Tequation (22), eUe pent 
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etre remplac^e par les deux suivantes : 

(a3) rp'p'-H s(p'-hp")-H = o, 

(a4) D pYH-n'(p'-t-p ff )+n"=o, 

ou p' et p" designent les deux rayons de courbure principaux, el 
dont nous aurons a faire usage plus loin. On en deduit, en parti- 
culier, que 1'on aura identiquement 



eomme on le voit en utilisant le systme (20). II nous reste main- 
tenant a indiquer les consequence. 

1070. Nous remarquerons d'abord qu'on pent, en quelque 
sorte, supprimer la relation entre (0) et (S), en d^finissant directe- 
ment cette derniere surface. 

En effetj dans liquation (a3) et dans les valeurs de r, 5, t, ex- 
primons u et p en fonction des variables p et q qui ont par rapport 
a (S) une signification geom^trique d<termin^e, indiquee a la fin 
du n 1068. Nous aurons ainsi une relation entre les rayons de 
courbure de (S), les distances de 1'origine au plan tangent et au 
point de contact, c'est-a-dire une equation aux der ivies par- 
tielles du second ordre & laquelle devra satisfaire (S). Voici 
un moyen &6gant de faire le calcul. Posons 

(a6) op = up 4- vq w, 

et exprimons <p en fonction de p et q. Comme on a, en diflfe- 
rentiantj 

d<% = w- dp 4- P dq , 
on pourra poser 

(27) M =-|, ,=g. 

De plus, les Equations 

dp = r du -+- s dv, dq = $ du + t dv, 

qui d^finissent les d^riv^es secondes, nous donnent 

j 7 dcp t dp s dq , , ^9 r dq s dp 

du = d-f- = - - -i, dv = d^ = - r ^- 
op rt 5 2 dq rt $* 
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et, par suite, 



-- = _ 

dpdq r ,_ 



C'est la transformation bien connue de Legendre, qui revient a 
remplacer la surface (0,) par sa polaire re'ciproque relativement 
au parabolo'ide de"fini par liquation (*) 



(29) 



Apres cette transformation, liquation (a3) a laquelle satisfait (S) 
prend la forme 



et les formules dejBnissant la surface (0) deviennent 



(30 

/r" ^? 
d P 

Quant a I'element lineaire de (0), il s'expriinera comme il suit : 
(3a) ds*-. 



1071. Nous allons maintenant demontrer la reciproque : si la 
surface (2) satisfait a liquation aux derivees parlielles (3o), les 
formules (3i) d^terminent une surface (0) admetlant Pelement 
lineaire donne*. 

Comme la formule (32), equivalente a celle (4) qui a servi de 
point de depart, resulte immediatement des equations (3i) en 



() En effet, d'apres les formules (a) qui relient w, p, w aux coordonnees rec- 
tangulaires & it y tt JS t9 on voit que ces variables u, v, w constituent, elles aussi, 
un systeme de coordonnees rectilignes, de sorte que la transformation indique"e 
dans le texte e*quivaut a prendre la polaire reciproque dela surface (O t ), admet- 
tant I'&gment lineaire donn6, relativement au paraboloi'de d^fini en coordonnees 
rectangulaires par liquation 
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admettant qu'elles soient Stabiles, tout se reduit & dSmontrer que 
les expressions telles que la suivante 

(33) C4j- Xrf g 

sont des diSerentielles exactes. 

Or, aux Equations d'OlindeRodrigues, qui d&finissent les lignes 
de courbure 



on peut adjoindre la suivante 
(34) dq 



que Ton obtient en les ajoutantapres les avoir multiplies respec- 
tivement par X, Y, Z. Si done on a pris p et q pour variables in- 
ddpendantes, on aura, pour chaque ligne de courbure, 



et, en remplagant ^ par savaleur d^duite de liquation (34), 



,_, ^ 

(35) 3 1-0(3 -- -r- p 2 -.- = o; 

v J dp *\dp dq I r dq 

de sorie que 1'on peul poser 

, //N dC dC dX 



et de li 1'on deduit 
(37) 



Ces relations, auxquelles il faut joindreles formules analogues en 
Y et C', Z et C', constituent une des propri6t6s du systfeme de 
coordonn^es curvilignes /?, q. 
Cela pose*, ^crivons la condition d'int^grabilit^ de la differen- 
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lielle (33); il viendra 



- = -+- 

dq \ dp* dp dq ) dp\ dp dq dq- J 

ou, en redxiisant, 

dC_ d*% _^ /dX __ dC^\ d*<? <?X jy _ 
dq dp* \dq dp J dp dq dp dq* ~" 

II suffit de tenir compte des relations (36) pour voir apparaitre le 

k \r\ 

premier membre de 1'equation (3o) multiplie par -p- Notre rci- 
proque est done compl&tement d(5montr^e. 

1072. Nous avons ainsi ralis une transformation radicale de 
Fequation anx d^riv^es partielles qu'il s'agissait d'int^grer, et 
notre remarque du debut nous montre que, pourvu que Ton 
connaisse une surface particuli&re admettant un 6l<ment lin^aire 
donn^, la determination complete des surfaces admettant ce meme 
dldment lineaire pourra toujours se ramener a 1'integration d'une 
(5qualion de la forme (3o). Commeonaici, d'apr&s la formule (21) 
[111, p. M6J 

(38) DD D' = ^ rf, 

liquation a laquelle satisferait la coordonn^e x relative a la sur- 
face (8) serait, en remplagant D, D', D /; par leurs valeurs tirees 
du syst6me (20) et faisant quelques reductions, 



2 1 
J 



dx doc 



(39) 



11 revicndra au m^me d'intdgrer cette Equation, ou celle (3o) que 
nous avons formic plus haut et qui determine (2). 

Nous savons (n 703) que liquation pr^cedente admet pour 
caracuSristiques les lignes asymptotiquesdela surface (0) d^finies 
par liquation diffdrentielle 



(4o ) D du,* -+ 2 D' du dv -f- D r/ dv* = o. 
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Ces caract<ristiques sont aussi celles qui conviennent a Fequa- 
tion (3o). On pourrait, eomme Fa fait M. Goursat dans le M<5- 
moire cite plus haut, etablir ce r6sultat par un raisonnement 
a priori. Nous nous conlenterons de remarquer que les caracte"- 
ristiques de liquation ge'ne'rale aux drive*es partielles 

(41) Hp'p'H- K(p'-h p r ) + L = o, 

ou, p', p" designant toujours les rayons de courbure principaux, 
les fonctions H, K, L ne contiennent que les coordonnees X, Y ? 
Z du point et les cosinus directeurs C, G', G^ de la normale a la 
surface, sont determinees par liquation diflf^rentielle 

(42) H C dC dX. - K C dG* = o. 

Cette equation, a laquelle conduit t'application r^guliere des 
thodes generates, deviendra ici 



ou, en tenant compte des formules (28), 

(43) 

Or calculons les trois formes quadratiques 



relatives a la surface (S), et qui dfinissenl : pour cette surface, les 
lignes asymptotiques, les lignes de longueur nulle et les lignes de 
longueur nulle de la representation spli^rique; c'est-a-dire trois 
syst^mes de courbes divisant harmoniquement les lignes de 
courbure de (). Un calcul facile, ou Ton aura a employer les for- 
mules (20) et a tenir compte de Tidentite (38), nous donnera 



$4) < dd& = (Kdu*+*V'dudv + Wdv*)^ 

[S d ^ =ip( D ^ 2+2D '^ w ^^ D *^*Kip(^^^ 
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Ces relations permettent, en premier lieu, d'<tablir le fait'annonce 
et de mettre en Evidence l'identit des deux systemes de caract<$- 
ristiques dgfinis par les Equations (4o) el (43). Elles montrent 
aussi queles trois families de lignes prec^dentes son! en involution 
avec les lignes asymptotiques des surfaces (0) et (6<). II fallait 
s'y attendre, puisqu'eJles divisent toutes harmoniquement le rseau 
form par les lignes de courbure de (S), qui correspond au rseau 
conjugue commwn a (0) et a (<). 

1073. On peat faire des applications diverses des resultats pre- 
cedents. Nous presenterons d'abordla remarque g^ndrale suivante. 

Supposons qu'on veuille determiner toutes les surfaces admet- 
tant un element lin^aire donne. La connaissance d'une solution 
particuliere (Oj) nous permettra de ramener le probleme a Tin- 
te$gration d'une Equation de la forme (3o). Cette integration etant 
effectu^e, on connattra un nombre illimit^ de surfaces (&\} ad- 
mettant l'<!jlement lin^aire donne; et a chacune d'elles corres- 
pondra une forme detcrmin^e de liquation (3o). Done, lorsqu'on 
sait inlcSgrer une equation de cette forme, il en existe un nombro 
illimtto d'autrcs de m&me forme, mais ou la fonction <p aura une 
determination dilFcrente, que 1'on saura inttigrer. Rappelons mfime 
pour plus cle nottetd la signification g6oni(5trique de la fonction tp. 
Nous avons vu quo liquation 



repr^sentc, si I'on y regarde les variables /?, ^, w coxnme des 
coordonndes cart^sicnncs, relives aux coordonn^cs rectangulaires 
par les formulcs (2), la polaire r<5ciproquc de 1'une des surfaces 
admettant Fclcmcnt lineaire donn, prise relativement au para- 
boloYde repr<iscnt5 par TiSquation (ag) donnde plus haul. 

Pour examiner main tenant quelques applications particuliercs, 
envisageons d'abord l'l<5ment lin^aire de la sphere 



En prenant ici 

# 1= u = cosO, 
i? = y i + izi = sin ety, 
2 vt> = JKI i&i = sin e-^, 
D. IV. a i 
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Tequalion 

4 



nous donnera la relation 
d'ou Ton pourra deduire 



9="' 



L'equation (3o) devient ici 



Elle exprime que la sphere ayant pour diametre la droite qui 
joint les deux centres decourbure principaux de (S) doit passer a 
Forigine des coordonnees. II n'y a laqu'un fait curieux, liqua- 
tion prcdente ^tant plus compliquee que celle des surfaces a 
courbure constante. 

1074i. Pour obtenir d'autres applications, nous remarquerons 
une consequence interessante des Equations (44) relatives aus trois 
families de lignes tracees sur (S). llfaudra une seule condition 
pour que les lignes qui composent Vune de ces t?*ois families 
deviennent les caracteristiques de V equation aux derivees par- 
tielles (3o) a laquelle doit satisfaire la surface (S). 

Si Ton veut, par exemple, que ces caracteristiques soient les 
lignes de longueur nulle de la representation sphrique ? il faudra 
supposer 



* = O OU 



La fonction la plus generate satisfaisant a cette condition serait 



on verraaismentqu'onnerestreintpas lag^n^ralite en supposant 
f(p] =p, ce qui permet d'^crire cp sous la forme 

(45), ?==jP 2_:! 
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et liquation a integrer deviendra 

(46) p'H-p = -. 2j p_^ (p ). 

On aura ici 

= 5 = y-/> f -+'0>), *==/>; 

de sorte que l'le"ment lindaire de () pourra s'ecrire 
(48) ds*= dtfi-i- 19 du dv -h|> 

Posons 

(4g) 

il viendra 

(5o) fe*= 

La determination de toutes les surfaces qui admettent cet el- 
ment lin^aire sera ainsi ramen^e a Fint^gration de 1'equation aux 
d^rivees partielles (46). 

Or cette Equation prend une forme tr&s simple si Ton emploie 
le systeme de coordonn^es tangentielles d^fini au n 165, c'esl- 
a-dire si Ton regarde la surface (S) comme Penveloppe du plan 
dont Fequation est 



On aura ici 




(53) = 

et un calcul facile donnera les formules tres sym^triques 

d dG\ 



(54) 




(55) 
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On deduira de l 

DL ^E. ^E. 



Les rayons de courbure sont exprim^s par la^premiere des 
equations (33) [I, p. 246], qui donne ici 



(56) 

w-^ r 

et, par suite, 1'equation (46) prendrala forme extr&nement simple 



Lorsque Ton aura integr^ cette Equation, on aura #, /, s par les 
formules (3i); ce qui donnera, apr6s quelques reductions, 



58) 



ajant la valeur d^finie par la formule (4p)? qwi devient ici 



Or il sufjfitdese reporter aux propri^tes des lignes g<5od6siques 
et a la forme (5o) de T^lement lin^aire pour interpreter gdom<5- 
triquement les formules qui d^finissent (S). 

Consid^rons la surface auxiliaire (S^ d^finie par les Equations 

(60) x^x Cwi, .Ti=7 G'M!, *i = G'UI. 

Ilr6sulte immediatement des Equations (58) que Ton a 
C dxi -h G 1 dy t 4- G" ds^ = o. 



Par consequent la surface (Jl t ) est une d^veloppante de (@) sui- 
vant le syst^me de lignes g^od^siques de param^tre 9 : ce sont les 
courbes de paramfetre 9 sur (S<) qui auront pour developp^es les 
lignes god6siques de (>). 
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La surface (S,) est determine ponctuellement par les for- 
mules (60). On peut la determiner tangentiellement en la consi- 
d&rant comme enveloppe du plan defini par liquation 



- = o, 

I -H CCp 

on encore 



(61) (a 4- P)a?iH- i(P XriH- (a 1)^+ co = o, 

ce qui donne les relations 

<?co . _ 

+. at i yi + p^ - o, 



$2 (^ dx\ 

... -j _- I -J. .:. _f- a i -L- >T. y~; f> 

c?a dp UjT dp ^ (?S * ' 

et deux autres relations semblables faisant connaitre -r^, -? 
On d^duit de Ik 

?2 CO x o / ^P \^ d^CO / o\/ dp \ * 



et ces trois Equations, toujours compatibles, d^termineront o>. Les 
termes de la forme 



introduits par les integrations conviennent k des surfaces qxti se 
d^duisent les unes des autres par une translation ou par le passage 
4 la surface paralldle. 

On voit quo les lignes de courbure sont d6termin6es (n 165 
par les Equations diffdrentiellcs 



Done, comme ii fallait s'y attendre, une des families est formee 
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des courbes 

p = const., 

auxquelles correspondent stir (0) les lignes g^odesiques de para- 
metre v. 

1075. En resum, les formules auxquelles nous avons &1& con- 
duits font dpendre la determination de toules les surfaces () 
dont Foment lin^aire est donn par la formule 

(63) ds*= du\ 4- aOt + <J/(0] dv* 

de 1'integration de Fequation aux derives partielles 



ou de la determination des surfaces (S) dont les rayons de cour- 
bure satisfont la relation 

(65) p'+p^-^-.^), 

dans laquelle/? designe la distance de Porigine au plan tangent. 

Malheureusementj quelque simple qu'en soit la forme, liqua- 
tion aux deriv^es partielles (64) n'est pas int^grable en g^n6raL 
M. Weingarten, et ensuite M. Goursat, ont cependant indiqutf 
quelques cas danslesquels on peut obtenir son integrate g&nSrale. 

Supposons, par exemple ? que la fonction fy ff soit lindaire, et 
posons 

(66) ^(P)^:^ 1 -"^. 

m d^signant une constante quelconque. Liquation (64) de- 
viendra 



et, si Ton effectue la substitution 






elle se r^duira a liquation d'Euler 

C6S") 
; 
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que nous savons inl^grer, soit par des formulas finies lorsque in 
est enticr, soit par des integrates d&Bnies dans tons les aulres cas 
(LivrelV, Chap. Ill et IV). 

Alors la relation (65), quisert de definition a la surface (), sera 

(69) p'H- p'-f- *p = m(m i)p. 

Si Ton mene le plan perpendiculaire a la normale d'nne surface 
a egale distance des deux centres de courbure, il enveloppe une 
autre surface a laquelle nous donnerons ici le nom de developpee 
nwyenne de la premiere (*). Comme la distance de Forigine a 
ce plan est 



on voit quc 1'equation (69) exprime que la dveloppde moyenne 
de la surface (S) est une surface homothttique & (S) ( 2 ). 



(') Au n 91$ nous avons dej& donne le nom de developpee moyenne & la sur- 
face decrite par le milieu du segment forme* par les centres de courbure princi- 
paux. Nous mcttrons & profit ccttc occasion pour rappelcr ici que Ribaucour a 
introduit avec surces deux surfaces differcntes dans la thdorie des congruences 
rcctiligncs : Tune, la surface moyenne, decrite par le milieu du segment focal; 
I'autiv, renvehppt'G moyenne, enveloppe du plan perpendiculaire sur le milieu 
du segment focal. Quand la congruence rectilignecst engendrde par les normales 
d'une surface (il), on a ainsi deux surfaces distinctes rattach(5cs a ( S). On pourrait, 
si on les rencimtrait dans unc ra^mo <5tudc, les designer respectivement sous les 
noins de developpee moyenne ponctuelle ct de developpee moyenne tangentielle. 

() Les surfaces joui.ssant dc cctte propriety avaicnt e'te' deja consid(Sr<Ses par 
Ribaucour ct par M. Appell dans le cas particulier ou m = o et ou, par suite, la 
cl<&vdopp&) moyenne c r(iduit <\ un point. Elles avaicnt (Std ^tudie"cs pour toutes 
les valours cits m par M. Goursat. Lc lecteur pourra consulter les M6moires 
suivants : 

A,. UmAtmouH, Mdmoirc sur la theorie ge'nerale des surfaces courbes, 
Chapitre VI (Journal de Matkematiques pures et appliqwes, t, VII, 4" stoic; 
1891, pr<SHcnt<i <m 187(1 in T Academic des Sciences). 

i*. AnKti M Surfaces telles que V origin* se projette sur chaque normale 
au milieu des centres de courbure principaux (American Journal of Mathe- 
matics, t. X p, 175; 1888). 

E, OOUHBAT, Surfaces telles que la somme des rayons de courbure pnn- 
cipaux est proportionndle a la distance d'un point fixe au plan tangent. 
(M6me Hccucil ct memc tome, p. 187). 

Mais, il est juste dc le reconnattre, c^est a un jeune gdomdtre italien, M. ETTOUR 
UAKOKX, <iuc revtent le incite d'avoir, le premier, signal qu'a chaque surface 
homothetiquc & sa ddvcloppe-e moyenne on peut faire correspondre une surface 
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Examinons les cas particuliers les plus interessants. Pour 
m = o ou m = i, les surfaces (0) sont les d<veloppees des sur- 
faces minima; cela resulte de la forme mme de leur element li- 
neaire (n 751). La surface (S) est celle dont la developpee 
moyenne se reduit a un point. L'equation (68) s'int&gre alors sans 
difficulte et nous donne 

Pour ;tt= 2, on a 

(70) 4> (*>) = "~ p2 ' 

Ce cas int^ressant avait et ^tudi^ depuis longtemps par 
M. Weingarten dans un Memoire cit6 plus loin [p. 335] et ins&6 
aux Nachrichten de Goettingue. Les surfaces (S) se reduisent 
aux surfaces minima; elles sont, par suite, identiques a leur dd- 
velopp6e moyenne. 

1076. Consid&rons, d'une mani^re plus g^n^rale, la fonction t|/ 
d^finie par la formule 



ou A designe une constante quelconque. Liquation (64) ^ int^- 
grer prendra la forme 



m(\ 7 



Et il est clair que si m(i m} n'est pas nul, on pent, par la sub- 
stitution tres simple j 



la ramener a liquation (67). D'ailleurs Phypothfese m(\ m) = o, 



admettant un Element lin&ure donn^; de sorte que I'int^gration complete de 
liquation (69) pour une valeur donne'e de m fait connaltre par cela m&ne toutes 
les surfaces qui admettent un m&ne ^Ument Iin6aire. Voir le Me'moire intitule" : 
Superficie S in cui la somma del raggi principali di curvatura e proper- 
zionale alia distanza di un punto fisso dal piano tangente; inse're' par M. Ba- 
roni, en 1890, au tome XXVIII du Giornale di Matematiche, p. 849. 
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nous donne 



L'lment lin^aire de 



convient (n 693) aux surfaces que nous avons reconnues etre 
applicables sur le paraboloi'de de revolution. Les surfaces (S) cor- 
respondantes admettent comme d6velopp6e moyenne une sphere. 
Pour le cas general de la formule (71), la developpee moyenne 
serait homothetique & une surface par alible a (S). 

Gomme on peut toujours remplacer (S) par une surface pa- 
rallle, notre nouvelle hypothese ne donne done rien d'essentielle- 
ment nouveau. Au reste, par un changement de notations, on 
peut toujours faire disparaitre la constante A dans 1' expression de 
l'lment lin^aire, toutes les fois que le produit m(i m) est dif- 
ferent de z^ro. 

1077. Pour trouver, s'il en existe, d'autres cas dans lesquels 
liquation aux d^rivees partielles puisse ^tre int^gr^e, appliquons 
les methodes r^guli^res et commengons par chercher si eile peut 
admeltre, par exemple, une integrate premiere. Soil 

(73) 

cette integrale premiere. Si on la diflferenlie par rapport & a, par 
exemple, on aura 



p 1 et q f designant les d^riv^es premieres de v. En diferenliant par 
rapport a p, on aura de mme 

< 7 5 > 

Si Tune ou L'autre des deux Equations pr6c^dentes n'est pas 
vrifi6e identiquement, on pourra determiner les trois d^riv^es 
secondes ou les deux derivees premieres de p; et, par suite, les 
scales solutions qui pourront tre communes Pequation (78) et ^ 
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laproposee contiendront tout au plus des constantes arbitrages. 
Supposons done que Tune des Equations (74), (75), la seconde 
par exemple, soit verifiee identiquement. II faudra que Ton ait 

dF _ 

Liquation (78) pourra done s'crire 

/>'= *(*,*>?) 
et liquation (7$) deviendra 
,<?<!> d& 

q 

ce qui donne 




^(P) devra done se reduire a une constante, et Ton retrouve une 
des hypotheses de*ja examinees. 

1078. Voila tout ce que donnerait la me'thode de Monge. 
Essajons celle que j'ai propos^e et qui consiste a chereher des 
Equations aux derivees partielles de tons ordres ayant en commun 
avec la propos^e la solution la plus e'tendue possible. Nous nous 
bornerons a examiner le cas ou ces Equations ,sont du second 
ordre. On reconnaitra aisement qu'elles doivent ^tre de la forme 
suivante 



ou de celle qu'on obtient en changeant a en p. Pour determiner F, 
il faut diff^rentier par rapport a p, ce qui donnera 



et exprimer que cette Equation a lieu identiquement. Le develop- 
pement du calcul nous donne 

(77) 

w/; 
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Comme F ne contient pas p, on peut donner a a, (3, p f des va- 
leurs constantes et Ton aura une relation lineaire entre tj/ /7 et <J/ 7 . 
ficartant le cas ddja examin ou t}/ 7 serait constante, nous ecrirons 

< 
(78) fy'"= -$"-+- h', 

et il restera a egaler les coefficients de tj/, ainsi que les termes qui 
ne contiennent pas cette fonction, dans les deux membres de P- 
quation (77). On aura ainsi 



. 

dp' ~~ a P 

Pour que ces Equations soient compatibles, il faut que 1'on ait 
h = 2. II vient alors 



Liquation (76) prend done la forme 

d*v 

(79) 3? 

On pourra de m^me poser 



Quant it liquation aux d^riv^es parlielles, comme ond^duit de 
liquation (78), ou Ton a remplac^ h par 2, la valeur suivante 
de 



elle deviendra 



et ii ne restera plus qu' trouver la solution commune aux trois 
Equations (79), (80) et(8i). 

Ce calcul n'offrirait aucune difficult^. Mais il vaut mieux, une 
fois liquation obtenue, op^rer comme il suit. 



332 UVRE VIII. CHAPITRE XIII. 

Effectuons la substitution 
(82) P = aLog(i-haj3)-f-w. 

L'equation (81) prend la forme 

d*<*> a ^ 



dont Liouville a donne 1'int^grale (n 726) (' ). On a 

*_ SA'B' 
(W) e " - (n-AB)*' 

A designant une fonction arbitraire de a et B une fonction arbi- 
traire de [3. On trouvera done pour 9 la valeur d^finie par liqua- 
tion suivante : 



Quant a IMl&nent lineaire de (0), il sera donn6 par la formule 



(o 1^ 
a!-f-aap ~e a 

Par une substitution de la forme 



(87) 

on peut obtenir 1'expression plus simple 
(88) ds*<. 



Ge cas nouveau a 6t6 signal^ par M. Weingarten. L'^minent 
g^ometre a indiqu6 qu'on peut alors ramener l'lment lineaire & 
la forme saivante : 

(89) ds*=(a- 



Cela nous conduit presenter les remarques suivantes, par 
lesquelles nous terminerons ce Ghapitre, 



() Les demonstrations de Liouville se trouvent, soit dans la Note IV de la 
cinqui&ne Edition de V Application de V Analyse a la Geometric par MONGE, soit 
au Journal de Mathematiques pures etappliquees (i" s6rie, t. XVIII, p. 71; i853). 
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1079. La forme g^nerale 

(go) flfe*==dwjH-[aai+a<l/((>)]rfp 

est ^videmment un cas limite de celle qui convient aux surfaces 
regimes. Et, en eflet, il est possible de trouver toute une classe de 
surfaces regimes imaginaires admettant cet 6lment lin^aire. 

Si Ton se reporte aux calculs du n 728, on trouvera que toutes 
ces surfaces regimes sont engendr^es par la droite 



y = azUi+b*, z = 



les fonctions a <? a 2 , a 3 , b^ 6 2 > 63 6tant definies par les rela- 
tions (2) [III, p. 2g4]j qui deviennent ici 



= o, 



La premiere de ces relations montre que les surfaces r6glees 
cherch^es admettent un plan directeur isotrope. Comme on peut 
supposer que ce plan soit parall&le au suivant 

y + iz = o, 

on trouvera ais^ment que, si a d^signe une fonction de v et a' sa 
d^riv^e, on peut ^crire les Equations qui d^terminent la surface 
sous la forme 



(90 



r dv 
>S==2 J ~J : 



~ Ui ~ J 3 



Inversement, toutes les surfaces r^glees qui admettent un plan 
directeur isotrope ont leur 6l6ment lin^aire r6ductible a la 
forme (90). 

D'apres cela, cherchons loutes les surfaces du second degre 
qui rentrent dans la classe prcdente. Une seule est r^elle, c'est 
le paraboloide de revolution. Nous Tavons d^j^ examin^, et nous 
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avons meme donn (n 727) la forme de <j/(p) qui correspond a 
son eminent linaire. Mais il y a d'autres paraboloi'des qui rem- 
plissent les conditions que nous venons d'indiquer : ce sont ceux 
qui admettent une ge*neratrice rectiligne tangente an cercle de 
rinfini. 

Conside*rons d'abord celni qui louche le plan de Pinfini, en un 
point non situe sur le cercle de Finfini. Son Equation pourra tou- 
jours se ramener a la forme 

(92) (y + ix)y= kar. 

En substituant les valeurs (91) de #, y, z dans les formules 
pre*cedentes, on verra aisement que 1'on peut prendre 

(/ 

* = /*', = ^, [-,do = v\/k -> 
J a 2 

et Fon trouvera 

2t> 

( 9 3) ^'(p)==-^PV/A-~2A"e ^ A ", 

C'est, aux notations pres, Pexpression de <|/(e) qui correspond 
au cas nouveau signal^ par M. Weingarten. 

On peut done e*noncer le resultat que nous lui devons en disant 
qu'il nous a appris a connaitre toutes les surfaces applicables 
sur ce paraboloi'de particulier dont une ge*nratrice rectiligne est 
tangente au cercle de 1'infini, le point de contact de cette gene*ra- 
trice et du cercle etant distinct du point de contact du paraboloi'de 
et du plan de rinfini. 

Considerons maintenance paraboloi'de dont une generatrice est 
tangente au cercle de 1'infini, le point de contact de cette gn- 
ratrice e*tant aussi celui ou le paraboloide touche le plan de 1'in- 
fini. Liquation de la surface pourra tre ramenee a la forme 

(94) af(y 4- it) = k(y ix). 

Appliquant la m^me m^thode que pr^c^demment, on trouvera 

(95) <!/(P)=-^. 

C'est le cas qui a servi de point de d6part a toutes les nou- 
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velles recherches de M. Weingarten et qui a (Ste" signale plus haul 
(n 1075). M. Weingarten Tavait obtenu des 1887 (' ) et a semble 
bien que la methode que nous avons expos6e dans ce Chapitre, et 
qu'il a ensuite appliqu^e auxcas les plus g^neraux, a son point de 
depart et son origine dans celle qu'il avait d'abord employee pour 
cette forme plus particuliere de P6lment lin^aire. 

1080. Dans les deux hypotheses que nous venons d'examiner, 
M. Weingarten, sans chercher si les elements lineaires pouvaient 
convenir a des surfaces du second degr, a reconnu qu'ils sont, 
Tun et Pautre, rdductibles a la forme de Liouville, ce qui perniet 
Integration des lignes g<5odesiques. Ge point paraitra maintenant 
evident au lecteur puisqu'il suffit, pour obtenir cette forme de 
1'^lement lineaire, de rapporter une surface du second degre' a ses 
lignes de courbure. Mais il ne sera pas inutile d'effectuer cette 
transformation de 1'^ment lineaire et de retrouver effectivement 
les expressions donn^es parM. Weingarten. Nous nous contente- 
rons seulement d'indiquer la marche du calcul, que r^tablira ais^- 
nient tout lecteur un peu vers6 dans la connaissance de la Geo- 
metrie analytique. 

Soit 



(96) 



liquation d'une surface du second degr^. D^signons par H le 
hessien 

A B" B' G 

E" A' B G' 

B' B A" C* 

G C' G" D 



7: 3 ) = A^? 2 + A'/2_j_ A^SH- lEyz -4- 2B' 



(97) H = 



de cette Equation. Les Jignes de courbure seront a Tintersection 
de la surface et des suivantes, ou X d^signe un param^tre arbi- 



() J. WEINGARTBN, JSine neue Classe auf einander abwickelbarer Fldchen 
(Nachrichten de Goettingue, Janvier 1887, p. 28). 
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traire 

{ )._xF 2 2 js^^stf^L _^L s+ ^5 ^L 
(9 8) ^ 6C d ^ 

( -foif+J!- 

Si Ton pose 

(99) X'=Hw, X ff =Ht>, 

X A et A ;/ etant les deuz racines de liquation en \ (98), on aura, 
pour IMlement lineaire de la surface, Pexpression 

H 

(100) ^ 2 =-(w t 



ou 1'on a d^sign^ ? pour abreger, par A(S) le determinant suivant 



A(S) = 



A - S B* B r 

B' A'~S B 



ff S 



Appliquons d'abord ce resultat au paraboloide defini par 1'e- 
quation (92) 

2jK 2 + 2 iyz -4- 2 2* = o. 
On aura ici 



et il viendra 

/ x j ** / x f M <* Mi ^ ^ 

(102) ds*= - (a P) 7 - - 7 

v ; 4 LC^- 1 ) 2 (^ i 

Pour le second paraboloide, ayant pour equation 

ixy + 2 #3 
on trouvera 

H=-4A- 2 7 

de sorte qu'il viendra 

(103) A*=A:*(a 

Ces r^sultats sont conformes a ceux qui ont ^t^ indiqu^s par 
M. Weingarten. 
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1081. Bien queles paraboloides considered dans les num^ros 
precedents soient imaginaires, il nous a para mile de les intro- 
duire pour preciser le degre de gen^ralite des r&ultals nouveaux 
qui ont ete obtenus dans la theorie de la deformation et pour 
bien montrer combien on est encore eloigne d'une solution 
quelque peu etendue du probleme. Si Pon se place a ce point de 
vue, il ne sera pas inutile d'indiquer quelques surfaces regimes, 
aussi simples que possible, admettant les elements lineaires, in- 
diques par M. Baroni et M. Goursat, pour lesquels la solution du 
probleme de la deformation peut tre obtenue d'une maniere 
complete. 

A cet eflfet, nous remarquerons que si, dans les foramles gene*- 
rales (91), on remplace ]a fonction arbitraire a par 2P, on obtient 
une surface regime admettant I'&ement Iin6aire(63) et dfinie par 

liquation 
\. 

(104) y iz ix(y H- 13)+ | (y + i*Y H- 2 ty(y + is). 

Si done on pose 

p2 

fy'(v) = i(i m) H-Ap, 

la surface coiTespondante aura pour Equation 

-+- m ?7 



/ f\ / \ 

(io5) y iz = 2o?(jK-h us) 



- 



En laissant de cdte le cas ou m est egal a 2, on voit que, pour 
les cas signaled par MM. Baroni et Goursat, I'l6ment lineaire 
convient a une surface rdgl^e du troisieme degre a plan directeur 
isotrope. 



D. IV. 
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CHAPITRE XIV. 

DERNIERES B.ECHERCHES. 

Nouveau developpement donne par M. Weingarten aux recherches precedentes. 

Probleme propose*. Etant donne un element lineaire, pour resoudre le 
probleme de la deformation, on mene par chaque point de la surface cher- 
chee (6) une tangente faisant un angle determine, mais d'ailleurs variable, 
avec les courbes coordonnees; puis on prend comme variables independantes 
deux parametres quelconques propres a definir la direction de cette droite 
dans Tespace. Formation des equations aux derivees partielles auxquelles 
satisfont les coordonnees curvilignes u et v conside"re*es comme fonctions de 
ces parametres. A ce propos, Ton rappelle et Ton complete quelques proprie'tes 
de la ligne de striction des surfaces reglees. feant donnee une congruence 
rectiligne, assembler les droites en surfaces regimes dont les lignes de striction 
soient sur une des nappes focales de la congruence. Les proprie'tes ge"ome~- 
triques e"tablies permettent de simplifier les equations qui de"terminent u et v 
et de les require a une seule equation aux derivees partielles du second ordre. 

Renvoi au Memoire de M. Weingarten couronne par TAcademie des Sciences. 



1082. Si Ton analyse la methode suivie par M. Weing-arten et 
exposes dans le Chapitre precedent, on remarquera qu'elle pent 
^tre interprete*e comme il suit. Par chaque point de la surface () 
admettant Foment lineaire donne par la formule (4) [p. 809] 
on me'ne une tangente (rf) dont les cosinus directeurs C, C/, 
C 7 s'expriment par les formules (i3) [p. 3 12]. On exprime ces 
cosinus directeurs en fonction de deux parametres u 1 et v f et Ton 
essaye de determiner les coordonnees curvilignes u et 9 en fonc- 
tion de ces parametres. Dans le cas particulier le plus important, 
celui ou 1'e'le'ment lineaire de () revt la forme (48), Tune des 
coordonnees 9 est determine*e par une Equation aux de'rive'es par- 
tielles du second ordre, Pequation (S^) [p. 824]. L'autre u s'ex- 
prime ralionnellement en fonction de p, supposee connue, et de ses 
de'rivees premieres par rapport aux variables a et (3, en fonction 
desquelles les cosinus C, C', (7 ont etc* exprime's par les for- 
mules (5a). 
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Pour rechercher si des simplifications analogues se produisent 
loujours, proposons-nous done le probleme general suivant : 

fitant donne un element line*aire quelconque, defini par la for- 
mule 

(i) ds* = E du* + aF du. dv -+- G dv*, 

supposons qu'il s'agisse de determiner toutes les surfaces (9) ad- 
mettant cet element lineaire. Sil'onmene, par chaque point d'une 
de ces surfaces, une tangente (d) determine'e exclusivement au 
moyen de 1'element lineaire, c'est-a-dire une tangente faisant avec 
Tune des courbes coordonnees un angle qui sera une fonction deter- 
minee de u et de P, la direction des droites telles que (d) dependra 
de deux parametres que Ton pourra choisir d'une infinite de ma- 
nieres differentes. Par exemple, on menera par le centre d'une 
sphere (S) de rayon i des paralleles aux droites (d). Si Ton prend 
sur la sphere (S) un systeme de coordonnees curvilignes quel- 
conques u\ v', la direction de chaque droite (d) sera definie par 
les coordonnees curvilignes du point ou la parallele a cette droite 
rencontre la sphere (S). Proposons-nous, avec M. Weingarten, de 
determiner les coordonnees curvilignes u et 9 du point de la sur- 
face (9) en fonction des variables independantes u 1 et 9'. 

Employons ici encore le triedre (T). II est clair qu'on peut le 
determiner par la condition que son axe des x coincide avec la 
droite (d). D'apres les notations que nous avons adoptees, a, a', 
a" sont les cosinas directeurs de cette droite et Ton doit avoir 

( 2 ) ds'* = da* -f- da'* + rfa' = e du'* 4- 2/ du' dv' -f- g dv'*, 

e, f : g 6tant des fonctions connues de u f et de v f . Liquation pr^- 
ce"dente donne Felement Iin6aire de la sphere (S), exprime" en 
fonction des variables u' et tf . Si Ton emploie les formules 



(3) 



da = b(rdu-}~ /^ dv) c(q du 

da'= b'(rdu-{-ridv) 

da"= b"(r du -+- r t dv) c n (q du -+- qi 



on peut lui donner la forme suivante 

(4) (q du -+- q dv)* + (rdu -h J\ dv)* = e du't+ifdu' dv'+gdv'*, 
qui. jointc aux six equations fondamentales (A) [II, p. 3Sa] cnlre 
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les rotations etles translations, permettra d'eliminer les rotations 
etconduira aux equations aux derivees partielles propres a deter- 
miner u et 9 en fonction de z^ / et de v r . Le premier point a e'tablir 
estle suivant : parmi les Equations du systeme (A), Fune d'elles, 
la premiere, peut tre laisse*e de c6te et sera toujours, dans le cas 
actuel, une consequence des cinq autres. 

Si, en efiet, Ton mene, par le point m de (S) qui sert de repre- 
sentation spherique a la droite (d) tangente en M a (), un 
triedre (T\) ajant ses axes paralleles a ceux de (T), ce triedre 
aura son axe des x normal en m a la sphere (S); et, comme il a 
les memes rotations que le triedre (T), il suffit de faire une per- 
mutation circulaire pour reconnaitre que la premiere Equation (A) 
expritne le fait suivant : la courbure totale de (S) est egale a 
1'unite". Comme la formule (2) nous donne Tenement lineaire de 
cette sphere, il n'est done pas douteux que la premiere Equa- 
tion (A) sera une consequence de toutes les autres et que nous 
pourrons la ne"gliger. 

1083. Celapose", revenons a liquation (4). Si nous y rempla- 
ons du, dv par leurs expressions 

7 du 7 , du , . j 69 , . dv , . 

du = -v-> a u -h -T-? av , dv = , du -H T -. do , 

du dv ' du dv 

et si nous ^galons les coefficients de dic'-^ du! dv* , dv 1 - dans les 
deux membres, elle se d^composera en trois Equations. Comme r 
et r\ sent des fonctiojis connues de u et de v, ces trois equa- 
tions, non seulement nous fourniront les valeurs de q et de q^ 
mais elles nous donneront de plus une relation entre n! , v' } les 
fonctions u, v et leurs derivees premieres par rapport a u 1 et a v 1 . 
Voici comment on peut obtenir cette relation. 
Donnons a 1'equation (4) la forme suivante : 

/ (q du -h (ft dp)* = e du' z -h 2/ du' dv'-k- g dv'* 
( 5 ) ] 

( 

En ^crivant que le second membre est un carr^ parfait, nous 
aurons la relation 



A(r) = 
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le symbole A9 6tant le param&tre difierentiel du premier ordre 

relatif a V element lineaire de la sphere (S). 

Quand la relation (6) sera vrifi<e, le second membre de liqua- 
tion (5) sera un carr par fait 



ou Q et Q< seront des fonctions connues de u f , p', de w, p et de 
leurs derives premieres. Les rotations q et g^ seront d6termin^es 
par Tidentite 

q du -h #i ^P = Q rftt r - 
qui donnera 

du dv 



On deduit de la les valeurs de q et de g^. Ces valeurs donnent 
lieu a Tidentite suivante 

^2 ^Q 1 /f?2 _ ^JL^ /^ ^L _ ^ ^\ 
<9) 57' ~~"dz7 "" V5F ~du)\du' dv' 69' du')' 

dont la verification n'offre aucune difficult^. 

Les valeurs de q et de g, une fois obtenues, il n'y a plus qu'a 
les porter dans les Equations (A), qui se rduisent aux suivantes, 
si 1'on tient compte de la renaarque faite plus haut, 



(10) 



dr 



Les deux premieres de droite servent de definition a r et a r,; 
les trois autres contiennent les deux rotations /?, p { que Ton peut 
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eliminer; et il reste Tunique equation 



69 du 
dr dri 
dv du 



Si Ton remplace q, g^ ~ -j^ par leurs valeurs de*duites des 

equations (8) et (9) on sera conduit a une nouvelle relation 
entre it, 9 et leurs derivees par rapport a u' et a 9* '. Cette Equation, 
jointe a celle (6) que nous avons obtenue, donnera toutes les re- 
lations necessaires entre les variables &, p, u' : v r . Mais elle sera 
cette fois du second ordre par rapport aux. derivees de u et de p. 

1084. D'ailleurs, lorsqu'on aura les expressions de u, 9 en 
fonction de a', p', la surface (0) s'obtiendra par de simples qua- 
dratures, pourvu que le systeme de coordonnees u r , v* soit choisi, 
sur la sphere (S), de telle maniere que Ton connaisse les expres- 
sions de <2, a', a f/ en fonction de u r et */. Dans cette hypothese, 
en effet, les formules (3) nous feront connaitre &, b 1 , b n , en 
fonction des derivees premieres de , a r , a ff , et la surface (0) sera 
definie par les formules 



= / 

= C 
=: / 



dv), 



(12) 



Les deux equations qui d^terminent u et 9 en fonction de u 1 et 
de J sont, en general, assez compliquees. On les ramene a la forme 
la plus simple qu'elles puissent recevoir a I'aide de Tartifice sui- 
vant. 

1085. Supposons d'abord que les droites (d) aient 6te donnees 
a priori, c'est-a-dire que 1'on ait indique* d'une maniere precise 
comment le triedre (T) est rattach^ a la surface (0). Cherchons 
sur cette surface les courbes (K*) denies par 1'equation differen- 
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tielle 

rdu-+- 



c'est-a-dire les conrbes telles que, lorsqu'on se d^place suivant 
Tune d'elles, la composante de la rotation du triedre autour de la 
normale soil nulie. On pent interpreter geometriquement cette 
condition. 

En effet, les formules (3), qui donnent les differentielles de a, 
a' 5 a r> r , nous montrent que, si Fequation (i3) est verifiee, la sur- 
face reglee engendree par Faxe des x du triedre (T) a son plan 
tangent a Finfini perpendicuJaire a Faxe des y de ce triedre, c'est- 
a-dire normal au plan tangent de (8). Done les courbes definies 
par Fequation diffe>en tielle (i3) sont les lignes de striction des 
surfaces reglees engendrees par Faxe des x du triedre (T), et nous 
pouvons enoncer la proposition suivante : 

Etant donnee ane congruence formee de droites (d) tan- 
gentes a line surface (0), si I 7 on vent assembler ces droites en 
surfaces reglees dont les lignes de striction soient sur la sur- 
face (0), il faudra Integrer une equation differentielle du 
premier ordre, qui f era connaitre ces lignes de striction. Cette 
equation ne changera pas de forme quand la surface (0) se 
deformera en entrainant les droites de la congruence. 

II r^sulte de la methode suivie que ces lignes de striction sub- 
sisteront si, a chaque droite (d) de la congruence, on substitue, 
dans le meme plan tangent de (), une autre droite (d 1 ) faisant 
avec (d] un angle qui demeure constant sur chaque ligne de stric- 
tion, car alors les tridres relatifs aux droites (rf) et (d r ) auront 
les memes rotations. 

Au lieu de donner la congruence formee par les droites ( d\ sup- 
posons que Ton donne les lignes de striction (K). Nous allons 
voir que, pour determiner la congruence, il ne sera pas ne"cessaire 
cette fois d'int^grer une Equation differentielle : il suffira d'effec- 
tuer une quadrature. 

Employons, en effet, un triedre (T) rattache a () d'une ma- 
nire arbitraire, mais connue; et d^terminons la droite (d) de la 
congruence qui passe en un point M de () par I'angle a qu'elle 
fait avec Faxe des x du triedre, Lorsqu'on se displace sur une des 
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lignes (K) donnees, la droile (d) engendre une surface reglee. 
Determinons le plan tangent a 1'infini de cette surface. Pour cela, 
menons par un point fixe une droite Qm de longueur i, pa- 
rallele a (rf); et rapportons cette droite a un tridre (T ; ), de 
sommet 0, parallele au triedre (T). Le point m ayant pour coor- 
donn^es relatives a ce triedre 

cosa, sin a, o, 

les projections de son d^placement seront 

sina ( da. -h r du -+- r z dv ), 
cosa(d f a-+- r du-+- 7*1 dv), 
dv)sina (q du H- qi dv) cosa. 



Pour que la courbe (K) d^crite par le point M de (0) soit ligne 
de striction de la surface reglee engendr^e par la droite (rf), il 
faut que le d^placement precedent soit normal an plan des xy^ 
c'est-a-dire que Ton ait 

(i4) daL-t-rdu-*- ride = 0. 



Cette Equation met immediatement en Evidence le resultat 
On aura 



= / 



1'int^grale e tan t prise suivant Tune queleonque des courbes (K). 
La constante qu'il faudra lui aj outer pourra varier quand on 
passera de Tune de ces courbes a une autre. Si, par exemple, on a 
choisi le systme de coordonnees curvilignes de telle maniere que 
les courbes (K) soient dfinies par Tequation 



u = const., 
on aura 



6tantune fonction arbitraire de u. 



1086. Les remarques pr^cedentes ^tablissent implicitement cer- 
tainespropri^tes int^ressantes de la ligne de striction d'une surface 
. On savaitd^ja que cette ligne conserve sa definition quand 
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la surface se deforme de telle maniere que ses generatrices de- 
meurent rectilignes. Nous voyons maintenant que, si Ton inscrit 
suivant la ligne de striclion une surface quelconque(0) tangentea 
la surface reglee, on pourra deformer cette surface de telle ma- 
ni^re qu'elle entraine dans ses plans tangents les generatrices de la 
surface regime sans que la ligne de contact cesse d'etre la ligne de 
striction. Cette nouvelle proposition comprend la precedente, car 
la surface (0) pent se reduire a la surface reglee elle-m^me^ il 
serait d'ailleurs aise de la demontrer par une voie entierement 
geometrique. Elle conduit a la consequence suivante : 

Soit (K) une courbe quelconque trac^e sur (0); proposons-nous 
de determiner les surfaces reglees, tangentes a (0), dont elle est 
la ligne de striction. Nous substituerons a la surface (0) la d<Sve- 
loppable (A) circonscrite a (0) suivant la courbe (K), et nous 
effectuerons le developpement de (A) sur un plan. La courbe (K) 
se transformer ainsi en une courbe plane (K'). Les genera- 
trices (d] de la surface reglee deviendront des droites (rf'), situees 
dans le plan de (K/) et passant par ses difterents points. Pour que 
la courbe (K') puisse tre regardee comme une ligne de striction 
pour la surface reglee engendree par ces droites (<aP), il faudra 
qu'elles soient toutes paralleles. Car, si elles se coupaient a 
distance finie, le plan tangent a 1'infini de la surface reglee com- 
cideraitavec le plan de (K'); tandis que, dans le cas oules droites 
sont toutes parall&les, ce plan tangent est indetermine et pent etre 
considere comme perpendiculaire au plan de (K'). Nous sommes 
done conduits a la construction suivante : 

Etant donnee une courbe (K) situee sur une surface (0), 
pour obtenir les surfaces reglees, tangentes a (0) suivant cette 
courbe, dont elle est la ligne de striction, on circonscrira 
une developpable A la surface (0) suivant la courbe (K); puis 
on deformera cette developpable de telle mani&re que, ses 
generatrices demeurant rectilignes, elle vienne s'appliquer 
sur un plan. La courbe (K) sera ainsi transformee en une 
courbe (K ; ), Si, par les differents points de cette courbe plane, 
on mene des parall&les (d 1 ) a une direction quelconque, ces 
parall&les seront les iransformees des generatrices recti- 
lignes (d] de la surface cherchde. 
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Aii lieu d'employer la Geometric, on pent aussi, pour retrouver 
ces resultats, remarquer que, si Ton introduit Ic rayon de cour- 
bure geodesique p^ de (K), Fequation fondamentale (i4) peui 
s'e*crire 



les notations du Livre V, Chap. IV, etant conservees. a to est 
Tangle que fait la droite cherehee avec la courbe (K); si nous le 
designons par I, on a 

06) *=-* 

de sorte que la theorie actuelle nous donne une interpretation 
geometrique elegante de Tangle de contingence geodesique. En 
particulier, les propositions demontre'es au n 737 et dues a 
M. Bonnet sont ramene"es a leur veritable origine ; la formule (44) 
de ce numero est d'ailleurs identique, aux notations pres, a cellc 
que nous venons d'indiquer. 

1087. Revenons maintenant a la question que nous avons a 
trailer, et supposons que 1'on aitpris sur la surface (8) une famille 
quelconque de courbes (K). Associons-leur une seconde famille de 
courbes (L), qui determineront avec les premieres un systeme de 
coordonne"es curvilignes u et p, le parametre u etant celui qui 
convient aux courbes (K). Je dis d'abord que Ton pent toujours 
determiner les courbes (L) de telle maniere que, si Ton fait corres- 
pondre au point de (0) un point d'un plan (P) de coordonnees 
rectilignes u et ^', la courbure d'une portion quelconque de () 
soit e"gale a Taire de la portion correspondante du plan (P). 

Comme la courbure est representee (n os 496 a 499) par rinte"gra)e 
double 

//(-)** 

il faudra que 1'on ait 

(7) 



^HL - ( d _ dr p _ // 

dv "~ 'O -- 7 -f( u > <>) 
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Or, si Ton a choisi arbitrairementles courbes (L), on aura 

dr dr i ft <, 
35~ to ^-rt"'")' 

Changeons les courbes de parametre v\ c'est-a-dire posons 

P=0(H,P); 
r, rj designant les nouvelles rotations, on devra avoir 

r du -4- r\ dv<> = r du -f- r^ dv, 
ce qni donnera 

et, par suite, 



du 

On doit avoir, avec le nouveau systeme de coordonnees 



Done ['equation precedente nous donnera 



ou 

(18) P = 

Vi designant une constante; de sorte que, par nne simple qua- 
drature, la question proposee sera r^solue. 

Ainsi, en laissant enticement arbitrages les courbes de para- 
mfetre u, on pent tou jours r^aliser la condition 

dir dri __ 

dv du ~~ 

II existera alors done une fonction a, dlermine a une constante 
pr^s ct satisfaisant aux deux Equations 
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Or, si Ton substitue au triedre (T) choisi primitivement un 
autre triedre dont 1'axe des x fasse avec le premier Tangle a de*fini 
par les deux relations pre'ce'dentes, les premiers membres de ces 
relations seront les rotations nouvelles de ce triedre autour de 
i'axe des &. On peut done, par de simples quadratures, et en 
laissant enticement arbitraires les courbes de parametre u, 
realiser les deux conditions 

(ao) r = c, ri = o. 

Alors les lignes de parametre u seront lignes de s friction 
pour les surfaces re glees qui so fit engendrees par V axe des x 
(ou par Vaxe des y) du triedre (T) lorsque le sommet du 
triedre se deplace suivant une de ces courbes. 

1088. Avec ce systeme de coordonnees, la premiere des deux 
equations (6) et (i i), qui determinent u et 9 en fonction de u r et 
de P', se ramene a la forme simple 



<> 



de sorte qu'elle permet d'exprimer 9 en fonction de &. La valeur 
de c>, portee dans Fequation (n), donnera une Equation, n^~ 
cessaire et suffisante, qui determinera u. II est facile de recon- 
naitre que cette equation est du second ordre et de la former, en 
employant les parainelres diffe'rentiels pour abr^ger les calculs. 

Reprenons a cet effet l^l^ment line*aire de la sphere (S), defini 
par 1'equation 

ds'* = e du'*+ zfdu' rfp'-H g rfp's, 

et formons les parametres differentiels de u, relatifs a cet ele- 
ment. Par suite des proprie'te's d'invariance de ces parametres, on 
pourra ecrire IMlement lineaire avec les variables u et p, ce qui 
donnera, en tenant compte des relations (4) et (20), 



ds r * = ^ du*+ (q du -h qi dv)*, 
puis former les parametres differentiels avec ces variables u et 9. 
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On aura, 0, cr designant des fonctions quelconques, 
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(a3) 






ds 



2 



__ i_ <t /2i^L_f.^\ i_ .<* /p2^.^s ^e ^_\ 

"~ p^i du \ v du P dv] vqi dv \ vq^ dv v du) 

Etl'on deduit de la immediatement 1'equation (21) donnee plus 
haul. Appli quant aussi la seconde formule aux deux fonctions a 
et U) on trouvera 

da da 



ou, en remplagant -.- parleurs expressions connues, deduites 
des formules (3), 

da , da , 

d i = * r - c ^ g? = ^1-^1. 
et tenant compte des equations (20) 



Ainsi, quand M sera connue, les coordonnees du point de la 
surface cherchee (6) seront denies par les quadratures 



= ra(5 



~ /* a ' 

r^ 



-f- ^ 



Tout esl done ramene a la determination de H. Or on a 



et enfin 
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G-(ZJ) etant Tiavariant defini au n 707 et exprimd en fonction 
des precedents par la formule 

A AM 2 A(w, Aw) kou 

- 



II n'y a plus qu'a adjoindre la derni&re des relations (10), ecrite 
sous la forme 



ct a remplacer, dans cette nouvelle Equation, les rapports > ? 
-2- par leurs valeurs, que Ton d^duira des Equations (26) et (27), 
pour obtenir liquation finale 



- A(a, Aw) = o, 

a laquelle devra satisfaire u. II faudray remplacer partout, et en 
particulier dans les expressions des translations , YI, \\^t\\ 9 la va- 

riable 9 par sa valeur-==i- Ces translations satisfont a deux des 
r /Aw 

equations (10) qui deviennent ici 



(3o) 



1089. Pour faire des applications de sa mthode, M. Wein- 
garten a choisi sur la sphere (S) le systeme de coordonnes symd- 
triques pour lequel on a 



i-l- ay \-\-wy 

1'^lement lin^aire ayant pour expression 

(32) &* 



On a ici, en adoptant les notations de Monge pour les de- 
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rivees, 



<33) 



r< et ti d^signant, pour abreger, les combinaisons suivantes 

(34) ri = r + -**_, , 1= ,-H-lZfL. 

i + sry i-^-scy 

La substitution de ces valeurs conduit a une equation de la 
forme 



ou A, C, B, B< sont des fonctions de x, y, u, /? 3 q* M. Wein- 
garten, apr&s avoir form6 cette Equation, a clierchd dans quel cas 
elle pent etre compleLement integree par la meihode de Monge, 
ce qui 1'a conduit aux surfaces applicables sur le parabolo'ide de 
revolution. Mais son Memoire, couronn par PAcademie des 
Sciences ( H ), n'etant pas encore publi^, nous nous contenterons 
des indications prdcdentes,. Nous ferons seulement remarquer 
que si, pour simplifier autant que possible liquation, on fait les 
deux hypotheses 

^1 = 0, 



on retrouve les propositions ^tablies dans le Chapitre precedent. 
Le rt'jsultat des recherches contenues dans ce Chapitre peut 
s'enoncer comme il suit .* 

Etant donnee une famille quelconque de courbes (K) tra- 
cees siw une surface (), on peut toujours, par de simples 
quadratures, determiner toutes les congruences (G) formees 
de tangentes a (0) et telles que les surfaces r&glees engen- 
drees par toutes les droites de la congruence ayant leur ori- 
gine sur une des courbes (K) admettent cette courbe comme 



(*) Voir les Comptes rendus, t. CXIX, p. 1060, io5j:, d^cembre 1894. Pour la 
partie analytique et pour le fond, notre exposition coincide avec cclle de 
M. Weingarten; les propridtcs ge"ometriques sont nouvelles. 
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ligne de striction. La relation entre la congruence et la sur- 
face subsiste qitand La surface se de forme en entratnani les 
droites. Si Von prend deux variables independantes pour de- 
flnir La direction de chaque droite de la congruence, le para- 
metre de la famille de courbes (k) doit satis faire a une 
equation aux derivees pariielles du second ordre qui dependra 
exclusiv erne nt de I' element lineaire de (6) et dont V integra- 
tion permet, par suite, de determiner par de simples quadra- 
tures toutes les surfaces applicable.^ sur la surface (0). 



